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Whioskowanie o prawdziwosci rozmaitych stwierdzen jest powszednim zajeciem matematy-
kéw i nie tylko matematykow. Dlatego filozofowie i matematycy od dawna zajmowali sie sys-
tematyzacja metod wnioskowania i kryteriow ich poprawnosci. Oczywiscie ostatecznym kry-
terium poprawnoéci rozumowania pozostaje zawsze zdrowy rozsadek i przekonanie o stusznosci
wywodu. Logika, ktéra narodzita sie jako nauka o rozumowaniu, jest jednak waznym i potrzeb-
nym narzedziem, ktore to przekonanie ulatwia.

Szczegdlng role wsrdd rozmaitych dzialéw logiki zajmuje logika matematyczna, poswiecona
opisowi i analizie jezyka matematyki oraz poprawnosci wnioskowan matematycznych. Jest to
dyscyplina w pewnym sensie paradoksalna: bedac sama czedcia matematyki, traktuje matema-
tyke jako swoj przedmiot zainteresowania. Dla unikniecia ,,blednego kola” musimy wiec tutaj
zauwazy¢, ze logika formalna nie opisuje rzeczywistych wywodéw matematyka, ale ich uprosz-
czone modele, ktére bez zastrzezen mozna uwazaé za zwykle obiekty matematyczne. Mimo
tego ograniczenia, logika matematyczna dostarcza niezwykle waznych wnioskéw o charakterze
filozoficznym i metamatematycznym.

Logika formalna byta kiedys ezoteryczna nauka z pogranicza filozofii i matematyki, potem
stala sie pelnoprawnym dzialem czystej matematyki. Jeszcze pdiniej, wraz z narodzinami
informatyki, zaczela by¢ coraz bardziej postrzegana jako dziedzina matematyki stosowanej,
a zwlaszcza podstaw informatyki.

Logika matematyczna stosowana jest dzi$ szeroko w informatyce. Semantyka i weryfikacja
programow, teoria zlozonosci i teoria automatéw, programowanie funkcyjne i programowanie
w logice — to tylko niektére z dzialéw informatyki, w ktorych metody logiki formalnej staty
sie standardowym narzedziem zaréwno badacza jak i praktyka.

1 Rachunek zdan

Jak powiedzieliSmy wyzej, logika matematyczna zajmuje sie badaniem rozmaitych systeméw
formalnych, modelujacych rzeczywiste sposoby wnioskowania matematycznego. Do najprost-
szych takich systeméw naleza rézne warianty logiki zdaniowej zwanej tez rachunkiem zdarn.
Jezyk rachunku zdan jest bardzo prosty. Nie ma w nim wyrazen stwierdzajacych jakis stan
rzeczy, zajscie jakichs faktow, czy tez wyrazen orzekajacych o wlasnosciach obiektéow. Przed-
miotem naszego zainteresowania sa tu tylko mozliwe zaleznosci pomiedzy stwierdzeniami (zda-
niami orzekajacymi), oraz to w jaki sposéb prawdziwosé zdan zlozonych zalezy od prawdzi-



woéci ich sktadowych. Sens samych sktadowych pozostaje tu catkowicie dowolny i nieistotny.
Dlatego w rachunku zdan odpowiadaja im po prostu zmienne zdaniowe. Zdania zlozone budu-
jemy ze zmiennych za pomoca spdjnikow logicznych takich jak alternatywa V, koniunkcja A,
negacja —, czy implikacja —. Wygodne sa tez stale logiczne L (falsz) i T (prawda), ktére
mozna uwazaé za zeroargumentowe spdjniki logiczne. Dlatego nasza pierwsza definicja jest
taka:

Definicja 1.1 Ustalamy pewien przeliczalnie nieskoriczony zbioér ZZ symboli, ktére bedziemy
nazywaé zmiennymi zdaniowymi i zwykle oznaczac literami p, g, itp. Pojecie formuly zdanio-
wej definiujemy przez indukcje:

e Zmienne zdaniowe oraz | i T sa formutami zdaniowymi;

e Jesli napis ¢ jest formula zdaniowa, to takze napis —p jest formula zdaniowa;

e Jesli napisy ¢ i ¢ sa formutami zdaniowymi to napisy (¢ — 9), (¢ V) i (p A1) tez sa

formutami zdaniowymi.

Inaczej moéwiac, formuly zdaniowe to elementy najmniejszego zbioru napiséw Fz, zawiera-
jacego ZZU{L, T} i takiego, ze dla dowolnych ¢, € F; takze —p, (¢ — ), (¢ V), (p A1)
naleza do Fy.

Konwencje notacyjne: Dla pelnej jednoznacznosci sktadni nasze formuly sa w pelni nawia-
sowane. W praktyce wiele nawiaséw pomijamy, stosujac przy tym nastepujace priorytety:

1. Negacja;
2. Koniunkcja i alternatywa;

3. Implikacja.

Zatem na przyktad wyrazenie —p V ¢p — 1 oznacza ((—p V 1)) — 9), ale napis ¢ V b A 9 jest
niepoprawny.

1.1 Znaczenie formutl

W logice klasycznej interpretacja formuty jest wartosé logiczna tj. ,prawda” (1) lub ,falsz” (0).
Aby okresli¢ warto$é¢ formuly zdaniowej trzeba jednak najpierw ustali¢ wartosci zmiennych.

Definicja 1.2 Przez warto$ciowanie zdaniowe rozumiemy dowolna funkcje g, ktéra zmien-
nym zdaniowym przypisuje wartosci logiczne 0 lub 1. Wartosé formuty zdaniowej ¢ przy
warto$ciowaniu p oznaczamy przez [¢], 1 okreslamy przez indukcje:

o [L],=0o0raz [T], =1;

e [p], = o(p), gdy p jest symbolem zdaniowym;



[-ele =1 — [ole

[ Vv ¥le = max{[e],, [¥]};

[ A9l = min{[e], [V]o}:

[ — ¥]o =0, gdy [¢]o =11 [¢], = 0;

[ — ¢], =1, w przeciwnym przypadku.

Latwo mozna zauwazy¢, ze [ — 9], = max{[¢]y, 1 —[¢l,}, czyli [¢ — ¥], = [-p V],, dla
dowolnego p. A zatem zamiast formuly ¢ — 1 moglibysSmy z réwnym powodzeniem uzywaé
wyrazenia — V 1), lub tez odwrotnie: zamiast alternatywy ¢ V 1 pisa¢ —~¢p — 1. Nasz wybdr
spéjnikéw nie jest wiec ,najoszczedniejszy”, w istocie w logice klasycznej wystarczy uzywadé
np. implikacji i falszu (Cwiczenie 6). Czasem i my bedziemy korzystaé¢ z tego wygodnego
uproszczenia, przyjmujac, ze ,oficjalnymi” spéjnikami sa tylko implikacja i falsz, a pozostate
to skroty notacyjne, tj. ze napisy

= oznaczaja odpowiednio @ — L;

T -1

p Vb =1
N1 ~(p — ).

Bedziemy tez czasem pisaé ¢ < 1 zamiast (¢ — ) A (Y — ¢). Zauwazmy, ze [ < ], =1
wtedy i tylko wtedy, gdy [¢ — ¢], = [¢ — ¢],-

Czesto stosowanym skrétem jest notacja \/;.; i oznaczajaca alternatywe wszystkich for-
mul ¢;, gdzie i przebiega skoniczony zbiér I. Analogicznie stosuje sie zapis /\;c; @i

Notacja i terminologia: Jesli [¢], = 1 to piszemy tez o |= ¢ lub = ¢[g] i méwimy, ze ¢
jest spelniona przez wartosciowanie o. Jesli I' jest zbiorem formul zdaniowych, oraz o = =
dla wszystkich v € T', to piszemy p = I'. Wreszcie I |= ¢ oznacza, ze kazde warto$ciowanie
spelniajace wszystkie formuly z I' spelnia takze formule ¢. Méwimy wtedy, ze ¢ jest se-
mantyczng konsekwencjq zbioru T'. Jedli T' = () to zamiast ' = ¢ piszemy po prostu = .
Oznacza to, ze formula ¢ jest spelniona przez kazde wartosciowanie. Na koniec powiedzmy
jeszcze, ze formulami réwnowaznymi nazywamy takie formuty ¢ i ¢, ktorych wartodci przy
kazdym warto$ciowaniu sa takie same (tj. takie, ze réwnowaznosé¢ ¢ < 1 jest tautologia —
patrz nizej).

Definicja 1.3 Formula ¢ jest speinialna, gdy o = ¢ zachodzi dla pewnego wartosciowania p.
Jesli zas = ¢ to méwimy, ze ¢ jest tautologiq (klasycznego) rachunku zdan. Oczywiscie —p
jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ nie jest tautologia.

1.2 Tautologie rachunku zdan

Niech S bedzie funkcja przypisujaca symbolom zdaniowym pewne formuty. Jesli ¢ jest formula
zdaniowa, to przez S(¢) oznaczymy formule otrzymana z ¢ przez jednoczesna zamiane kazdego



wystapienia zmiennej zdaniowej p na formule S(p). Méwimy, ze formuta S(p) jest instancjq
schematu zdaniowego ¢. Uzywamy oznaczenia S(I') = {S(¢) | v € T'}.

Fakt 1.4 Jezeli T' jest zbiorem formut rachunku zdani i I' |= ¢, to takie S(I') = S(p).
W szczegolnosci, jesli ¢ jest tautologia to S(yp) jest tez tautologiq.

Dowdd: Cwiczenie. &

Przyklad 1.5 Nastepujace formuly (i wszystkie ich instancje) sa tautologiami rachunku
zdan:

1. L —p;

2. p—(¢—p);

3. p—=(g—=r)—(p—=aq—{@—r);

4. ((p—q —p) —p;

5. pV-p;

6. p— ——p oraz ——p — p;

7. (p—a)— (~g—-p) oraz (=g —-p)— (p—q:;

8. p—(pVa, q—(pVq) oraz (p—r)—((¢g—r)—(Vag—r));
9. (pANg) —p, (pANg) —q oraz  (r—p)—((r—q — @ —(PAN)):
10. ((pAg) = 7)< (p— (g —7));

11. =(pVq) < (=p A —q);

12. =(pAq) < (=pV —q);

13. (p—q) < (-pVa);

M. ((peq or)ope(@ger);

15. pVLep oraz pAT < p.

Dowéd: Latwy. 1

Niektore z powyzszych formut wskazuja na analogie pomiedzy implikacja i uporzadkowaniem
(np. zawieraniem zbioréw). Implikacje p — ¢ mozna odczytaé tak: ,warunek p jest silniejszy
(mniejszy lub réwny) od ¢”. Formule (1) czytamy wtedy: ,falsz jest najsilniejszym warunkiem
(najmniejszym elementem)”. Formuly (8) stwierdzaja, ze alternatywa pV ¢ jest najsilniejszym
warunkiem, ktéry wynika zaréwno z p jak i z ¢ (czyli jest kresem gérnym pary {p,q}, jak
suma zbioréw). Formuly (9) wyrazaja dualna wlasnosé koniunkcji: to jest kres dolny, czyli
najstabszy warunek implikujacy oba argumenty. Prawa de Morgana (11,12) wskazuja tez



na analogie koniunkcja — iloczyn, alternatywa — suma, negacja — dopelnienie. Ta ostatnia
widoczna jest tez w prawach wytaczonego $rodka (5), podwéjnej negacji (6) i kontrapozycji (7).

O ile (9) wskazuje na analogie pomiedzy koniunkcja i iloczynem mnogosciowym, o tyle warto
zauwazy¢, ze koniunkcja ma tez wlasnosci podobne do iloczynu kartezjanskiego. Jesli zbior
funkcji z A do B oznaczymy przez [A — B], to mamy (bardzo naturalna) réwnolicznosé
[Ax B — C] ~[A— [B — C]]. Podobienstwo tego zwiazku do formuly (10) nie jest wcale
przypadkowe. Wrécimy do tego w Rozdziale 11.

Formuta (13) wyraza implikacje z pomoca negacji i alternatywy i jest czesto bardzo przydatna,
gdy np. chcemy przeksztalcié¢ jakas formute do prostszej postaci.

Formula (2) méwi, ze dodatkowe zalozenie mozna zawsze zignorowaé¢. Formula (3) (prawo
Frege) wyraza dystrybutywnos$é implikacji wzgledem siebie samej i moze by¢ odczytywana tak:
jesli » wynika z g w kontekscie p, to ten kontekst moze by¢ wlaczony do zalozenia i konkluzji.
Formuta (4) (prawo Peirce’a) wyraza przy pomocy samej implikacji zasadnicza wlasnos¢ logiki
klasycznej: mozliwo$¢ rozumowania przez zaprzeczenie. Sens prawa Peirce’a widaé¢ najlepiej
gdy q jest falszem, otrzymujemy wtedy prawo Claviusa: (—p — p) — p.

Warto zauwazy¢, ze formuly w parach (6) i (7) nie sa wcale tak symetryczne jak sie wydaje
na pierwszy rzut oka. Na przyktad, pierwsza z formut (6) to w istocie p — ((p — L) — L).
Wiedzac, ze p i p — L, natychmiast zgadzamy sie¢ na 1. Intuicyjne uzasadnienie drugiej
formuty jest zas w istocie zwiazane z prawem (5).

Wiasnodcia, ktéra czesto uchodzi naszej uwagi, jest tacznosé réwnowaznosci (14). W zwiazku
z tym, wyrazenie ¢ < ¢ < 9 mozna z czystym sumieniem pisa¢ bez nawiaséw. Zwroémy
jednak uwage na to, ze oznacza ono zupelnie co innego niz stwierdzenie ze ¢, ¥ i 9 sa sobie
nawzajem rownowazne!

Ostatnie na liscie sa dwie réwnowaznosci wyrazajace taka mysl: falsz jest ,,elementem neutral-
nym” dla alternatywy, a prawda dla koniunkcji. Dlatego 1 mozemy uwazaé za ,pusta alter-
natywe” a T za ,pusta koniunkcje”. Powyzej pominieto dobrze znane prawa: taczno$é i prze-
mienno$¢ koniunkcji i alternatywy, ich wzajemna dystrybutywnosé, przechodnio$é i zwrotnosé
implikacji itp.

1.3 Postaé normalna formut

Definicja 1.6 Kazda zmienna zdaniowa i negacje zmiennej zdaniowej nazwijmy literatem.
Mowimy, ze formuta zdaniowa ¢ jest w koniunkcyjnej postaci normalnej, gdy ¢ jest koniunkcja
alternatyw literatow, tj.

o=l V- VP A A(pEV v k), (*)

gdzie r > 0, k; > 0, dla i =0,...r, a wszystkie pé sg literalami. Przy tym pusta koniunkcje
(r = 0) utozsamiamy w mys$l Przykladu 1.5(15) ze stala T, a stala L to tyle co koniunkcja
z jednym pustym skladnikiem.

Fakt 1.7 Dla kazdej formuly zdaniowej istnieje rownowazna jej formuta w koniunkcyjnej
postaci normalnej.



Dowdéd: Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu na dlugo$é formuty. Symbole zdaniowe sa
oczywiscie w postaci normalnej. Zgodnie z nasza definicja, takze stale logiczne s postaciami
normalnymi. Jesli ¢ jest w postaci (*), to ¢ mozna przeksztalcié w koniunkcyjna postaé
normalng stosujac prawa De Morgana i prawa dystrybutywnosci:

YV NQ) = (b VI) A (Y V() YV (@VE) = (VI V (V).

Podobnie postepujemy z alternatywa dwéch formut w postaci normalnej.! Przypadek ko-
niunkeji jest oczywisty, a implikacje eliminujemy z pomoca prawa 1.5(13). Szczegdly pozos-
tawiamy Czytelnikowi. 1

Cwiczenia

1. Zbadacé, czy nastepujace formuly sa tautologiami rachunku zdan i czy sa spelnialne:

(@) (p—=r)A(g—s)A(mpVs) = (pV g);
(b) p—aq)V(g—r);
() (p—q) =r)A=(((g—1)—=1)—=71));
(d) (p—= A (=p—1)— (r—9);
(e) (kp—q)—r1)—=(p— q);
) pV(pAQ)V (mpA—g);
(g) (p—a)V(p— —q);
(h) gVr—(pVg—pVr)
)

(i

2. Czy nastepujace zbiory formut sa spetialne?

(pVagVvr)A(@V (=pAs))A(msVqVr)—gq.

(a) {p = ¢, q — —r,r — —p};
() {p = q,q = 71,1V s ag);
(c) {~(=qVp),pV-r,qg——-r}
(d) {s = q,pV—g-(sAp),s}.

3. Czy zachodza nastepujace konsekwencje?

(&) pAg— —mplr— g

b)p—=qgp—(g—r)Fp—r

€ p—=(@g—=r)p—akEq—r;

d) (p—=q)—=rpEmr

() p—4q)—r—rEp

() p—aqr—-gkEr—-p

4. Dla dowolnej formuty ¢ niech ¢ oznacza dualizacje formuly ¢, tzn. formule powstajaca z ¢

przez zastapienie kazdego wystapienia A symbolem V oraz kazdego wystapienia V symbolem A.

(i) Dowiesé,ze ¢ jest tautologia wtw, gdy —¢ jest tautologia.
(ii) Dowiesé, ze ¢ < 1 jest tautologia wtw, gdy @ < 1) jest tautologia.

ITa procedura jest niestety wykladnicza (éwiczenie 8).



10.

Zmnalez¢ formule zdaniowa ¢, ktéra jest spelniona dokladnie przy wartosciowaniach o spetniaja-
cych warunki:

(a) Dokladnie dwie sposréd wartosci o(p), o(q) 1 o(r) sa réwne 1.
(b) o(p) = elq) # e(r).

Rozwigzanie: Mozna to robi¢ na rézne sposoby, ale najprosciej po prostu wypisa¢ alternatywe
koniunkcji, np. (p AgA—r)V (pA-gAT).

Udowodnié, ze dla dowolnej funkeji f : {0,1}* — {0,1} istnieje formuta ¢, w ktérej wystepuja
tylko spéjniki — i L oraz zmienne zdaniowe ze zbioru {pi,...,pr}, o tej wlasnosci, ze dla

dowolnego wartosciowania zdaniowego ¢ zachodzi réwnosé [¢], = f(e(p1),-- -, 0(pk)). (Inaczej
méwiac, formuta ¢ definiuje funkcje zerojedynkows f.)

Wskazowka: Indukcja ze wzgledu na k.

Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Dowolna funkcje v : ZZ — P(X) nazwijmy
wartoéciowaniem w zbiorze P(X). Kazdej formule zdaniowej ¢ przypiszemy teraz pewien
podzbidr [¢], zbioru X, ktéry nazwiemy jej wartosciq przy wartosciowaniu v.

e [L], =0 oraz [T], = X;

] = ( , gdy p jest symbolem zdaniowym;
~elo = X — [l

eV, = [[<P]]v U [¥];

o APlo = [elo N [¥]0;

o [p—v]y = (X = [¢]v) U [¥]o-

Udowodni¢, ze formuta ¢ jest tautologia rachunku zdan wtedy i tylko wtedy, gdy jest prawdziwa
w P(X), tj. gdy dla dowolnego v jej wartoscia jest caty zbidr X.

[p
[
[
[

Uzupehi¢ szczegdly dowodu Faktu 1.7. Pokazaé, ze dlugo$é postaci normalnej moze wzrosnaé
wykladniczo w stosunku do rozmiaru formuly poczatkowe;.

Niech formula ¢ — 1 bedzie tautologia rachunku zdan. Znalezé taka formule ¥, ze:

e Zaréwno ¢ — ¢ jak i ¥ — 1 sa tautologiami rachunku zdan.
e W formule ¢ wystepuja tylko te zmienne zdaniowe, ktére wystepuja zaréwno w ¢ jak i w ).
Niech ¢(p) bedzie pewna formuta, w ktérej wystepuje zmienna zdaniowa p i niech g bedzie

zmienna zdaniowa nie wystepujaca w ¢(p). Przez ¢(q) oznaczmy formute powstala z ¢(p) przez
zamiane wszystkich p na ¢. Udowodnié, ze jesli

e(p),v(a) Ep—q
to istnieje formuta 1, nie zawierajaca zmiennych p ani q, taka ze

o(p) Ep .



2 Jezyk logiki pierwszego rzedu.

Jezyk logiki pierwszego rzedu? mozna traktowaé jak rozszerzenie rachunku zdan, pozwalajace
formutowaé stwierdzenia o zaleznosciach pomiedzy obiektami indywiduowymi (np. relacjach
i funkcjach). Dzieki zastosowaniu kwantyfikatoréw, odwotujacych sie do calej zbiorowosci
rozwazanych obiektéw, mozna w logice pierwszego rzedu wyrazaé¢ wilasnosci struktur rela-
cyjnych oraz modelowaé rozumowania dotyczace takich struktur. Do zestawu symboli ra-
chunku zdan dodajemy nastepujace nowe skladniki syntaktyczne:

e Symbole operacji i relacji (w tym symbol réwnosci =);
o Zmienne indywiduowe, ktérych wartosci maja przebiegaé rozwazane dziedziny;

o Kuwantyfikatory, wiazace zmienne indywiduowe w formutach.

2.1 Skladnia

Symbole operacji i relacji sa podstawowymi sktadnikami do budowy najprostszych formut, tzw.
formut atomowych. 7 tego wzgledu w jezyku pierwszego rzedu rezygnuje sie ze zmiennych
zdaniowych.

Definicja 2.1 Przez sygnature ¥ rozumieé bedziemy rodzine zbioréw XE' dla n > 0 oraz
rodzine zbioréw L, dla n > 1. Elementy ©f bedziemy nazywaé symbolami operacji n-ar-
gumentowych, a elementy 2 bedziemy nazywaé symbolami relacji n-argumentowych. Przyj-
mujemy, ze wszystkie te zbiory sa parami roztaczne. Umawiamy sie tez, ze znak réwnosci =
nie nalezy do 3. Symbol ten nie jest zwyklym symbolem relacyjnym, ale jest traktowany na
specjalnych prawach. W praktyce, sygnatura zwykle jest skoniczona i zapisuje sie ja jako ciag
symboli. Np. ciag zlozony ze znakéw +,-,0,1 (o znanej kazdemu liczbie argumentéw) tworzy
sygnature jezyka teorii cial.

Definicja 2.2 Ustalamy pewien nieskoriczony przeliczalny zbiér X symboli, ktore bedziemy
nazywaé zmiennymi indywiduowymi i zwykle oznacza¢ symbolami z,y,z. Zbiér termow
75 (X) nad sygnatura X i zbiorem zmiennych X definiujemy indukcyjnie:

e 7Zmienne indywiduowe sa termami.
e Dla kazdego n > 0 i kazdego symbolu operacji f € Ef , jesli tq,...,t, sa termami, to

f(t1, ..., ty) jest tez termem.

Zauwazmy, ze z powyzszej definicji wynika iz stale sygnatury ¥ (czyli symbole operacji ze-
roargumentowych) sa termami.

Definicja 2.3 Dla kazdego termu t € 7y (X) definiujemy zbiér FV (t) zmiennych wystepuja-
cych w t. Definicja jest indukcyjna:

2Logika pierwszego rzedu nazywana jest tez rachunkiem predykatéw lub rachunkiem kwantyfikatoréw.



o FV(x)={x}.

o FV(f(tr,....tn)) =Ui FV(t;).
Definicja 2.4 Nastepnie zdefiniujemy formuty atomowe jezyka pierwszego rzedu.

e Symbol falszu L jest formula atomows.

e Dla kazdego n > 1, kazdego symbolu r € X relacji n-argumentowej, oraz dla dowolnych
termoéw tq,...,t, € Tx(X), napis r(t1,...,t,) jest formuty atomowa,.

e Dla dowolnych terméw t1,to, napis (¢t = ta) jest formula atomowa.

Konwencja: Niektére dwuargumentowe symbole relacyjne (np. <) i funkcyjne (np. +, ) sa
zwyczajowo pisane pomiedzy argumentami. Na przyklad formule atomowa <(z,y) zwykle
piszemy jako ,x < y”.

Definicja 2.5 Formuty nad sygnatura X i zbiorem zmiennych indywiduowych X definiujemy
indukcyjnie.

e Kazda formuta atomowa jest formula.
o Jesli ¢, 9 sa formutami, to (¢ — ) jest tez formula.

o Jesli p jest formuta a z € X jest zmienna indywiduowa, to Vap jest tez formuta.

Ponadto, dla kazdej formuty ¢ definiujemy zbiér zmiennych wolnych FV (p) wystepujacych
w tej formule:

(
o FV(r(ti,...,tn)) = Ui FV(t);
° FV(tl = tg) = FV(tl) U FV(t2)§
(¢ =) =FV(p) UFV(¥);
(

Vag) = FV(g) - {a}.

Formule bez kwantyfikatoréw nazywamy formutq otwartq. Natomiast formuta bez zmiennych
wolnych nazywa sie zdaniem, lub formutq zamknietq.

Negacje, koniunkcje, alternatywe, symbol prawdy i réwnowaznosé formut definiujemy podob-
nie jak w przypadku rachunku zdan. Kwantyfikator egzystencjalny zdefiniujemy jako skrét
notacyjny przy pomocy uogdlnionego prawa De Morgana:

Jxp oznacza V.



Zmienne wolne a zmienne zwigzane. W Definicji 2.5 nie zakladamy, ze z € FV(yp).
Zauwazmy tez, ze zmienna x moze wystepowaé¢ w formule ¢ podczas gdy « € FV (g). Przez
wystgpienie zmiennej indywiduowej x rozumiemy tu zwykle pojawienie si¢ x w jakimkolwiek
termie w . I tak na przyktad w formule® 3aVu(r(x,y) — Vy3z s(z,y,2)) zmienna u nie
wystepuje, podczas gdy x i y wystepuja po dwa razy, a z wystepuje jeden raz. Bardzo wazna
rzecza jest rozréznienie wystapien zmiennych wolnych i zwigzanych w formutach. Wszyst-
kie wystapienia zmiennych w formutach atomowych sa wolne. Wolne (zwiazane) wystapienia
w formutach ¢ i ¥ pozostaja wolne (zwiazane) w formule ¢ — 1. Wszystkie wolne wystapie-
nia z w ¢ staja sie zwiazanymi wystapieniami w formule Jzp (zwiazanymi przez dopisanie
kwantyfikatora 3), a charakter pozostalych wystapien jest taki sam w ¢ i w Jzg. Przykltadowo
w formule JaxVu(r(z,y) — Vy3x s(z,y, z)) podkreslone wystapienie y jest wolne, a nie pod-
kreslone jest zwiazane. Obydwa wystapienia x s zwiazane, ale przez rézne kwantyfikatory.

Na koniec uwaga o nazwach zmiennych zwiazanych. Rozréznienie pomiedzy zmiennymi wol-
nymi a zwiazanymi jest analogiczne do rozrdéznenia pomiedzy identyfikatorami lokalnymi
a globalnymi w jezykach programowania. Globalne identyfikatory, widoczne na zewnatrz,
odpowiadaja zmiennym wolnym, podczas gdy lokalne identyfikatory (zwiazane np. deklaracja
w bloku) nie sa widoczne na zewnatrz zakresu ich deklaracji. Intuicyjnie naturalne jest oczeki-
wanie, ze zmiana zmiennej zwiazanej na inna zmienna (tak aby nie wprowadzi¢ konfliktu
wynikajacego ze zmiany struktury wiazaii) nie powinna zmieniaé¢ znaczenia formuty.* Tak
w istocie bedzie, jak sie przekonamy ponizej (Fakt 2.12).

2.2 Semantyka formut

Niech ¥ bedzie sygnatura. Struktura 2 nad sygnatura ¥ (lub po prostu X-struktura) to
niepusty zbiér A, zwany nosnikiem, wraz z interpretacja kazdego symbolu operacji f € ©F
jako funkcji n argumentowej f* : A" — A oraz kazdego symbolu relacji r € X% jako relacji
n-argumentowej 7% C A". (Na przyklad, jesli ¥ sklada si¢ z jednego symbolu relacji dwuar-
gumentowej, to kazdy graf zorientowany jest Y-struktura.) W praktyce, strukture relacyjna

przedstawia sie jako krotke postaci % = (A, f&, ..., f25r% .. r2) gdzie fi, ..., fu, Ty s Tm

r'm
sa wszystkimi symbolami danej sygnatury. Czesto, gdy bedzie jasne z kontekstu z jaka struk-
tura mamy do czynienia, bedziemy opuszczaé¢ nazwe struktury i pisaé po prostu 7, f,...

zamiast %, f2, ...

Wartosciowaniem w Y-strukturze 2 nazwiemy dowolna funkcje o : X — A. Dla wartosciowa-
nia p, zmiennej x € X oraz elementu a € A definiujemy nowe warto$ciowanie p% : X — A,
bedace modyfikacja warto$ciowania ¢ na argumencie x, w nastepujacy sposéb,

() :{ o(y), Jjesliy # x;

a, w przeciwnym przypadku.

Najpierw zdefiniujemy znaczenie terméw. Wartosé termu t € Tx(X) w X-strukturze 2 przy
wartosciowaniu g oznaczamy przez [[t]]gl, lub [t],, gdy 2 jest znane. Definicja jest indukcyjna:

3Zakladamy tu, ze s oraz r sa symbolami relacji.
4Taka zamiana zmiennych bywa nazywana a-konwersjq.
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o [z]3 = o(x).

o [f(tr,-. . ta)]y = A3, [6D).
Zmaczenie formul definiujemy ponizej. Napis

(2 0) F .

czytamy: formula ¢ jest spefniona w strukturze 2 przy wartosciowaniu p. Zakladamy tu, ze
p oraz 2 sa nad ta sama sygnatura. Spelnianie definiujemy przez indukcje ze wzgledu na
budowe formuty ¢.

e Nie zachodzi (U, o) = L.

e Dla dowolnego n > 1, r € ¥ oraz dla dowolnych terméw t1,...,t,, przyjmujemy, ze
(2, 0) E7r(t1,.. . tn) whedy i tylko wtedy, gdy ([t1]2,...[t:1]%) € r*.

(A, 0) = t1 = tg, wtedy i tylko wtedy, gdy [[tl]]g‘ = [[tﬂ]g‘.
(A, 0) E ¢ — ¥, gdy nie zachodzi (2, 0) = ¢ lub zachodzi (2, g) E .
(2, 0)

,0) = VYo wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego a € A zachodzi (2, 0%) = ¢.

Nastepujace twierdzenie pokazuje, ze spelnianie formuly ¢ w dowolnej strukturze zalezy je-
dynie od wartos$ci zmiennych wolnych FV(¢). Uzasadnia ono nastepujaca konwencje no-
tacyjna: napiszemy na przyklad (2,z : a,y : b) | ¢ zamiast (U, 0) | ¢, gdy o(z) = a
io(y) =0, a przy tym wiadomo, ze w formule ¢ wystepuja wolno tylko zmienne x i y. Jesli
jest zdaniem, to wartosciowanie mozna catkiem pominaé.

Fakt 2.6 Dla dowolnej X-struktury A i dowolnej formuty ¢ jesli wartosciowania o i o przyj-
mugja rowne wartosci dla wszystkich zmiennych wolnych w @, to

o) EFe wtedy i tylko wtedy, gdy (A, 0) e

Dowéd: Cwiczenie. 1

2.3 Prawdziwos¢ i spelmialnosé¢ formut

Powiemy, ze formula ¢ jest spelnialna w A, gdy istnieje wartoSciowanie o w strukturze 2
takie, ze zachodzi (U, o) = . Formula ¢ jest spetnialna, gdy istnieje struktura A, w ktérej ¢
jest spelialna.

Formuta ¢ jest prawdziwa w U, gdy dla kazdego wartosciowania ¢ w 2 zachodzi (2, o) = .
W tym przypadku méwimy tez, ze 2 jest modelem dla formuly ¢ (oznaczamy to przez A = ¢).
Dla zbioru formul I" i ¥-struktury 2 powiemy, ze A jest modelem dla I" (piszemy 2 = T), gdy
dla kazdej formuly ¢ € I', zachodzi 2 |= ¢. Formuta ¢ jest tautologiq (oznaczamy to przez
E ), gdy jest ona prawdziwa w kazdej X-strukturze.
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Oczywiscie jesli wezmiemy dowolna tautologie rachunku zdan to po podstawieniu na miejsce
zmiennych zdaniowych dowolnych formul logiki pierwszego rzedu dostaniemy tautologie logiki
pierwszego rzedu. Ponizej podajemy przyklady tautologii logiki pierwszego rzedu, ktorych nie
da sie w ten sposéb otrzymac.

Fakt 2.7 Nastepujgce formuly sq tautologiami logiki pierwszego rzedu:

1. Vx(o — ¢) — (Yoo — V).

2. p =V, oile x & FV(p).

3. Yxp — .

4. T =x.

b=y — (2=y2— = (Tp=yn — f(@1,..,20) = f(Y1,- -, Yn)) ),
dlafEEff,nEO.

6. x1=y1— (r2=y2 — = (Tn=Yn = (1, -, 20) =T (Y1,-- - Yn)) ),
dlar e X8 n>1.

n’

Dowdéd:  Aby sie przekonaé, ze formuta (1) jest tautologia, rozpatrzmy dowolna strukture 2
i jakie$ wartosciowanie p. Zalézmy najpierw, ze (2, o) = V(o — ) oraz (2, 0) = Vr ¢. Oz-
nacza to, ze dla dowolnego a € A zachodzi (U, 0%) = ¢ oraz (2, 02) = ¢ — 1. Musi wiec zajsé
(A, 02) |= 9. Z dowolnosci a mamy (2, o) = Va1, astad (A, 0) = Ve(p — ¥) — (Ve — Vau).

Jesli (A, 0) & Va(p — ) lub (A, o) = V¢, to nasza formuta jest spelniona przez o wprost
z definicji. Uzasadnienie czesci (3-6) pozostawiamy czytelnikowi. B

Ponadto mamy nastepujacy

Fakt 2.8 Dla dowolnej tautologii ¢ i dowolnej zmiennej x, formula Vxp jest tez tautologia.

Dowéd: Cwiczenie. 1

Uzasadnienie, ze dana formula jest tautologia polega na analizie jej speliania w dowolnych
modelach (por. Fakt 2.7). Natomiast wykazanie, ze tak nie jest polega na podaniu odpowied-
niego kontrprzykladu. Takiego jak ten:

Przyklad 2.9 Zdanie (Vap(z) — Vzq(x)) — Va(p(z) — q(z)) nie jest tautologia. Roz-
patrzmy bowiem model 2 = (N, p®, ¢®), w ktérym:

o n € p%, wtedy i tylko wtedy, gdy n jest parzyste;

e n € g% wtedy i tylko wtedy, gdy n jest nieparzyste;

Poniewaz p® # N, wiec 2 = Vop(z). (Mamy tu do czynienia ze zdaniem, wiec warto$ciowanie

jest nieistotne i dlatego je pomijamy.) Stad otrzymujemy 2 = Vzp(z) — Vrq(z). Z drugiej

strony A ¥ Va(p(z) — q(z)), poniewaz (A, x : 2) f= p(x) — q(x). Rzeczywiscie, 2 € p® — ¢*.
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2.4 Podstawianie termow

Dla formuty ¢, termu ¢ i zmiennej z, napis ¢(t/z) oznacza wynik podstawienia ¢ na wszystkie
wolne wystapienia x w . Wykonywanie takiego podstawienia bez dodatkowych zastrzezen
moze prowadzi¢ do klopotéw. Na przyktad sens formul Vy(y < x) oraz Vz(z < x) jest taki
sam. Tymczasem ,naiwne” podstawienie y w miejsce x w obu tych formulach daje w wyniku
odpowiednio Vy(y < y) i Vz(z < y), a te dwie formuly znacza catkiem co innego. Przyczyna
jest to, ze w pierwszym przypadku zmienng y wstawiono w zasieg kwantyfikatora Vy.

Zrédlem problemu w powyzszym przykiadzie bylo to, ze po wykonaniu podstawienia poja-
wialy sie nowe wiazania kwantyfikatorem. Sugeruje to nastepujaca definicje. Powiemy, ze
term t jest dopuszczalny dla zmiennej x w formule ¢ (lub, ze podstawienie ¢(t/x) jest do-
puszczalne) jesli dla kazdej zmiennej y wystepujacej w ¢, zadne wolne wystapienie z w ¢ nie
jest zawarte w zasiegu kwantyfikatora Vy lub dy. Mamy wiec nastepujaca indukcyjna definicje
dopuszczalnego podstawienia,® w ktérej kazda lewa strona jest dopuszczalna pod warunkiem,
ze prawa strona jest dopuszczalna.

o L(t/z) =1, gdy x & FV(y);

r(ty, ... ty)(t/x) =r(ti(t/z),. .. th(t/2));

(1 =t2)(t/x) = (ta(t/2) = t2(t/));

(o = ¥)(t/z) = o(t/z) — ¥(t/2);

(Vz o) (t/z) = Vo ¢;

(Vyo)(t/z) = Vyo(t/x), gdy y # x, oraz y & FV (t);

W pozostatych przypadkach podstawienie jest niedopuszczalne.

W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé jedynie podstawienia dopuszczalne.

Lemat 2.10 (o podstawieniu) Niech 21 bedzie dowolna strukturg oraz o : X — A dowol-
nym wartosciowaniem w A. Niech t bedzie dowolnym termem.

1. Dla dowolnego termu s i zmiennej x mamy
[s(t/)12 = [s1%
gdzie a = [t]%.
2. Dla dowolnej formuly v, jesli term t jest dopuszczalny dla x w ¢, to

(R, 0) = p(t/) wtedy i tylko wtedy, gdy (A, 03) F o,

gdzie a = [t]2.

5Podstawianie termu ¢t do termu s na miejsce zmiennej x oznaczamy podobnie: s(t/z). Takie podstawienie
jest zawsze wykonalne.
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Dowdéd: Czesé 1 dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na budowe termu s. Jesli s jest
zmienna x, to obie strony sa réwne [[t]]g[. Jesli s jest zmienng y (rézna od x), to obie strony
sa réwne po(y). Jesli s jest postaci f(s1,...,S,), to mamy nastepujace réwnosci.

[st/a)]y = [f(sa(t/x),...,sn(t/2))]5
= sit/2)]g, - [sat/2)]3)

= le([[sl]]gé, cey [[sn]]?%)
= [f(s1,- .-, Sn)]]ilg = [[s]]ié.

Dowdd czesci 2 przeprowadzamy przez indukcje ze wzgledu na budowe formuly ¢. Jedli ¢ jest
postaci L to teza jest oczywista. Jesli ¢ jest formula atomowa, to teze natychmiast dostajemy
z wyzej udowodnionej czedci 1. Na przyklad, jesli ¢ jest postaci s; = s to mamy:

(2, 0) E o(t/z) wedy i tylko wtedy, gdy [s1(¢/2)]3 = [s1(t/2)]3
wtedy i tylko wtedy, gdy [[51]]?,5.é = [[52]]32%
wtedy i tylko wtedy, gdy (2, 02) = s1 = sa.
Druga z powyzszych rownowaznosci wynika z czesci 1.

Krok indukcyjny dla przypadku, gdy ¢ jest postaci ¢ — ¥ jest oczywisty i pozostawimy
go czytelnikowi. Rozwazymy przypadek gdy ¢ jest postaci Vyip. Jesli zmienne x oraz y sa
réwne, to x nie wystepuje wolno w ¢ i wéwczas teza wynika natychmiast z Faktu 2.6. Tak
wiec przyjmijmy, ze x oraz y sa roznymi zmiennymi. Wowczas z dopuszczalnosci ¢ dla x
w ¢ wynika, ze y nie wystepuje w t. Ponadto ¢(t/x) jest identyczne z Vyiu(t/x). Mamy
nastepujace réwnowaznosci:

(A, 0) E Vy(t/x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego d € A, (2, QZ) E(t/x)
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego d € A, (,01%) v,

A

o = G Skoro zmienne

gdzie o/ = [[t]]?d. Poniewaz y nie wystepuje w t, wiec a’ = [[t]]gt = [t]
Y Y

e . ’ . , . .
oraz y sg rozne, to ggg = gggj. Tak wiec warunek (2, gzg ) = 9 jest réwnowazny warunkowi

(2, 029) = ¢, dla kazdego d € A. Czyli
(A, 03) = Vyo. "

Natychmiastowym wnioskiem z Lematu 2.10 jest nastepujacy przyklad tautologii.

Fakt 2.11 Dla dowolnej formuly @, zmiennej x i termu t dopuszczalnego dla x w ¢, formula

Vap — ¢(t/r)

jest tautologiq logiki pierwszego rzedu.
Dowéd:  Cwiczenie. B
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Fakt 2.12 Jesli zmienna y jest dopuszczalna dla x w ¢ oraz y € FV (), to

E (Vo) < (Yyp(y/z)).

Dowdd:  Z Faktu 2.11 oraz Faktu 2.8 otrzymujemy

= Vy(Vzp — p(y/z)).

Zatem na mocy Faktu 2.7(1) wnioskujemy, ze

E (YyVzp) — (Vye(y/z)).

Na mocy Przykladu 2.7(2) otrzymujemy implikacje —. Odwrotna implikacja wynika z juz
udowodnionej implikacji oraz z nastepujacych prostych obserwacji:

e Jedli y jest dopuszezalna dla = w ¢, to x jest dopuszczalna dla y w o(y/x).
e Jesliy & FV(yp), to x nie wystepuje wolno w p(y/x).

e Wynik podstawienia ¢(y/z)(x/y) jest identyczny z . ]

Fakt 2.12 pozwala zamienia¢ zmienne zwigzane dowolnie, tak dlugo jak sa spelnione zalozenia.
W szczegolnosei jesli chcemy wykonaé podstawienie termu do formuly w sytuacji, gdy ten
term nie jest dopuszczalny to wystarczy zamieni¢ nazwy pewnych zmiennych zwiazanych,
tak aby term stal sie dopuszczalny. Latwo jest uogélni¢ Fakt 2.12: znaczenie formuly nie
ulega zmianie takze przy wymianie zmiennych zwiazanych kwantyfikatorami wystepujacymi
wewnatrz formuty.

Cwiczenia
1. Niech 2 = (N, p%, ¢*), gdzie:
{a,b) € p* wtedy i tylko wtedy, gdy a + b > 6;
{a,b) € ¢* wtedy i tylko wtedy, gdy b= a + 2.
Zbadaé czy formuty
(a) Vep(z,y) — Jzq(z,y);
(b) Vap(z,y) — Vaq(z, y);
(c) Vap(z,y) — Jrq(z, 2);
sa spelione przy wartosciowaniu v(y) =7, v(z) = 1 w strukturze 2.
2. Niech 2 = (Z, f* ™) i B = (Z, f¥,r®), gdzie
f*(m,n) = min(m,n), dla m,n € Z, a r® jest relacja >;
fB(m,n) =m? +n? dlam,n €Z, ar® jest relacja <.
Zbadaé czy formuly
(a) Vy(Va(r(z, f(z,y)) = r(z,9)));
(b) Vy(Va(r(z, f(,y))) — r(2,9)),
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10.

sa spelione przy wartosciowaniu v(z) =5, v(y) = 7 w strukturach 2 i 9B.
Czy formula Va(—r(x,y) — Jz(r(f(z,2),9(y)))) jest spelniona przy wartosciowaniu v(z) = 3,
w(r) =61u(x)=14

(a) w strukturze 2 = (N,7%), gdzie r® jest relacja podzielnoéci?

(b) w strukturze B = (N,7%), gdzie r? jest relacja przystawania modulo 77

W jakich strukturach prawdziwa jest formuta Jy(y # z)? A formula Jy(y # y) otrzymana przez
,haiwne” podstawienie y na x?

Podaj przyklad modelu i wartosciowania, przy ktérym formuta

p(z, f(z)) = VaIy p(f(y), )

jest: a) spelniona; b) nie speliona.

Zbadaé, czy nastepujace formuty sa tautologiami i czy sa spehialne:

(a) Javy(p(z) vV q(y)) — Yy(p(f(y) V a(y));
(b) Yy(p(f(y) V aly)) — Fa¥y(p(z) V a(y));
(c) 3z(Vyq(y) — p(z)) — F2Vy(q(y) — p(z));
(d) 3z(Yyqa(y) — p(x)) — F2(q(x) — p(z)).

Niech f bedzie jednoargumentowym symbolem funkcyjnym, ktéry nie wystepuje w formule ¢.
Pokazaé, ze formula Vax3yp jest spelialna wtedy i tylko wtedy gdy formuta Vo (f(z)/y) jest
spelialna.

Udowodnié, ze zdanie
VaJy p(z,y) AVe—p(z, ) AVaVyVz(p(z,y) A ply, 2) — p(z, 2))

ma tylko modele nieskornczone.

Dla kazdego n napisaé takie zdanie @,, ze 2 = ¢, zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 2 ma
doktadnie n elementow.

Czy jesli A = Tz @, to takze A = ¢[t/z], dla pewnego termu t?
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3 Logika pierwszego rzedu. Sposéb uzycia.
Przyjrzyjmy sie teraz kilku waznym tautologiom.

Fakt 3.1 Nastepujace formuly sa tautologiami (dla dowolnych ¢ i 1).

~

V(e — ) = By — Jry);
Jxp — p, oilex & FV(p);
p(s/x) — Jwp;

“Vxp — Jz—p;

~Jxp — Ve

© % N> &t o e

~ ~
~
<C
8
S
il
LLI
8
S

. VaVyp « YyVrp;

~
\S)

. dxJyp — JyIxp;

~
~o

dxVye — Yydze.

Dowéd: Cwiczenie. 1

Formuly (1)—(3) powyzej wyrazaja whasnosci kwantyfikatora szczegdlowego i sa odpowied-
nikami formut z Faktu 2.7. Zauwazmy, ze zamiast rozdzielnosci kwantyfikatora szczegétowego,
mamy tu jeszcze jedno prawo rozkltadu kwantyfikatora ogdlnego. Zakléca to nieco symetrie
pomiedzy V i 3, wyrazona prawami de Morgana (4) i (5).

Kolejne dwie tautologie przypominaja o bliskim zwiazku kwantyfikatora ogélnego z koniunkcja,
i kwantyfikatora szczegblowego z alternatywa. (Uwaga: zmienna x moze by¢ wolna w ¢ i 1).)
Analogiczna rozdzielnoéé¢ kwantyfikatora ogdlnego wzgledem alternatywy (8) i kwantyfikatora
szezegblowego wzgledem koniunkeji (9) nie zawsze jest prawda, ale zachodzi pod warunkiem,
ze zmienna wiazana kwantyfikatorem nie wystepuje w jednym z czlonéw formuty. (Prawo (8)
nazywane bywa prawem Grzegorczyka.)

Formuta (10) jest odbiciem naszego zalozenia o niepustosci swiata. Jest to tautologia, poniewaz
uméwilidmy sie, ze rozwazamy tylko struktury o niepustych nosnikach.

Prawa (11)—(13) charakteryzuja mozliwosci permutowania kwantyfikatoréw. Implikacja od-
wrotna do (13) zazwyczaj nie jest tautologia.
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Stosujac réwnowaznosci (4-9) mozemy kazda formule sprowadzi¢ do postaci, w ktérej wszyst-
kie kwantyfikatory znajduja sie na poczatku.

Definicja 3.2 Méwimy, ze formula ¢ jest w preneksowej postaci normalnej, gdy

o =Q1y1Q2y2 ... Quyn ¥,

gdzie kazde z Q; to V lub 3, a ¢ jest formula otwarta. (Oczywiscie n moze by¢ zerem.)

Fakt 3.3 Dla kazdej formuly pierwszego rzedu istnieje rownowazna jej formuta w preneksowej
postaci normalnej.

Dowéd:  Indukcja (éwiczenie). B

Przykiad 3.4 Formula Jyp(y) — Vzq(z) jest réwnowazna kazdej z nastepujacych formut:
~Jyp(y) VVzq(2);
Yy —p(y) V Vzq(2);
Vy(—p(y) vV Vz q(2));
Vyvz(=p(y) V a(2));
Vyvz(p(y) — q(2)).

3.1 Logika formalna i jezyk polski

Systemy logiki formalnej sa, jak juz méwilismy, tylko pewnymi modelami, czy tez przyblize-
niami rzeczywistych sposobéw wyrazania réznych stwierdzen i wnioskowania o ich poprawnosci.
Poziom dokladnosci takich przyblizen moze by¢ wigkszy lub mniejszy. Wiekszy tam, gdzie
mamy do czynienia z dobrze okre$lona teoria matematyczna, lub jezykiem programowa-
nia. Mniejszy wtedy, gdy uzywamy logiki do weryfikacji poprawnoéci stwierdzen jezyka po-
tocznego, choéby takiego jak podrecznikowy przyktad: ,Janek idzie do szkoly.” Oczywiscie
przypisanie temu stwierdzeniu wartosci logicznej jest zgola niemozliwe, nie wiemy bowiem,
ktory Janek do jakiej ma iS¢ szkolty i czy moze juz doszedl? Wiecej sensu ma zastosowanie
logiki predykatéw do analizy np. takiego rozumowania:

Kazdy cyrulik sewilski goli tych wszystkich mezczyzn w Sewilli, ktorzy sie sami nie golg.
Ale nie goli Zadnego z tych, ktorzy golg sie sami.
A zatem w Sewilli nie ma ani jednego cyrulika.

W tym przypadku aparat logiki formalnej moze by¢ pomocny. Latwiej zrozumie¢ o co chodzi,
thumaczac nasz problem na jezyk logiki predykatéw, i przedstawiajac go jako pytanie o po-
prawnosé¢ pewnego stwierdzenia postaci I' = ¢. Mozna wiec zapytaé, czy

Va(C(z) A S(x) = Vy(G(x,y) < S(y) A=G(y,y))) I —~Fz(C(z) A S(x))?
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Stwierdziwszy poprawnos¢ powyzszego stwierdzenia, wywnioskujemy, ze w Sewilli cyrulika
nie ma. I bedzie to wniosek. .. bledny, bo cyrulik by¢ moze jest kobieta.

W powyzszym przykladzie po prostu zle ustalono logiczna interpretacje naszego zadania,
zapominajac o jednym z jego istotnych elementéw. Blad ten mozna latwo naprawié, co jest
zalecane jako ¢wiczenie. Ale nie zawsze jezyk logiki formalnej wyraza $cisle to samo, co
potoczny jezyk polski, a nawet jezyk w ktorym pisane sa prace matematyczne. Zaréwno
sktadnia jak i semantyka tych jezykéw rzadzi sie zupelie innymi prawami, i o tym nalezy
pamietaé ttumaczac jeden na drugi.

Implikacja materialna i zwigzek przyczynowo-skutkowy

Implikacja, o ktérej méwimy w logice klasycznej to tzw. implikacja materialna. Wartosé
logiczna, ktéra przypisujemy wyrazeniu ,p — 7 zalezy wylacznie od wartosci logicznych
przypisanych jego czesciom skladowym ¢ i 1. Nie zalezy natomiast zupelnie od tresci tych
wyrazen, czy tez jakichkolwiek innych zwiazkéw pomiedzy ¢ i 1. W szczegdlnosci, wypowiedzi
© 11 moga moéwic o zajsciu jakichs zdarzen i wtedy wartos$¢ logiczna implikacji ,,o — t” nie ma
nic wspolnego z ich ewentualnym nastepstwem w czasie, lub tez z tym, ze jedno z tych zdarzen
spowodowalo drugie. W jezyku polskim stwierdzenie ,jesli ¢ to ¢ ” oczywiscie sugeruje taki
zwiazek, np. w zdaniu:

Jesli zasilanie jest wlgczone, to terminal dziala.

Tymczasem implikacja materialna nie zachodzi, o czym dobrze wiedza uzytkownicy terminali.
Co wiecej, w istocie materialng prawda jest stwierdzenie odwrotne:

Jesli terminal dziata to zasilanie jest wlgczone.
Natomiast zdanie
Terminal dziala, poniewaz zasilanie jest wtgczone,

stwierdza nie tylko zwiazek przyczynowo-skutkowy, ale tez faktyczne zajécie wymienionych
zdarzen i w ogéle nie ma odpowiednika w logice klasycznej.

Inne spéjniki w mniejszym stopniu groza podobnymi nieporozumieniami. Ale na przykiad
sp6jnik ,i” w jezyku polskim moze tez sugerowaé¢ nastepstwo czasowe® zdarzen: ,Poszedt
1 zrobit.” A wyrazenie ,A, chyba Ze B” ma inny odcien znaczeniowy niz proste ,A lub B”.
Przy tej okazji zwréémy uwage na to, ze stowo ,albo” bywa czasem rozumiane w znaczeniu
alternatywy wykluczajacej. My jednak umawiamy sie, ze rozumiemy je tak samo jak ,lub”.

Konfuzje skladniowe

Przy ttlumaczeniu z jezyka polskiego na jezyk logiki formalnej i na odwrét mozna tatwo
popemié¢ blad nawet wtedy gdy nie powstaja problemy semantyczne. Sktadnia tych jezykéw
jest oparta na innych zasadach. Na przyklad te dwa zdania maja bardzo podobna budowe:

SW jezykach programowania jest podobnie, ale to juz inna historia.
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Kazdy kot ma wasy.
Pewien kot ma wasy.

Ale ich ttumaczenia na jezyk rachunku predykatow nie sa juz takie podobne:

Va(Kot(x) — MaWasy(x));
Jx(Kot(z) N MaWasy(x)).

Dosé czestym bledem jest wladnie mylenie koniunkcji z implikacja w zasiegu dzialania kwan-
tyfikatora. A oto inny przyklad: Zdania

Liczba n jest parzysta;
Liczba n jest dwukrotnosciq pewnej liczby
oznaczaja to samo. Zaprzeczeniem pierwszego z nich jest oczywiscie zdanie
Liczba n nie jest parzysta,
ale zaprzeczeniem drugiego nie jest zdanie
Liczba n nie jest dwukrotnosciq pewnej liczby,

otrzymane przeciez przez analogiczng operacje ,,podstawienia”. Uzycie stowa ,,pewnej” powoduje
bowiem, ze to zdanie rozumiemy jako Jx(—n = 2z), a nie jako =3Iz (n = 2z).

Innym popularnym bledem jest mylenie koniunkcji z alternatywa w przeslance implikacji,
zwlaszcza gdy wystepuje tam negacja. Mamy bowiem sktonno$é¢ do powtarzania stowa ,nie”
w obu czlonach zalozenia i nie razi nas zdanie

Kto nie ma biletu lub nie jest pracownikiem teatru, ten nie wejdzie na przedstawienie.
Ale od tekstu matematycznego oczekujemy wiecej Scistosci i w takim tekscie zdanie:
Jesli x nie jest réwne 2 lub nie jest réwne 3, to x2 — 5z + 6 nie jest zerem.

moze wprowadzi¢ czytelnika w blad. ,Doslowne” ttumaczenie tego zdania na jezyk logiki
predykatéw, to przeciez formuta

—(z=2)V~=(z=3) — (2% — 5z + 6 = 0),
a nie formuta
—(r=2Vz=23)— (2?2 -5x+6=0).

Wielu takich dwuznacznosci unikniemy, gdy przypomnimy sobie, ze w jezyku polskim istnieja
takie stowa jak ani i Zaden.

3.2 Sila wyrazu logiki pierwszego rzedu
Jezyk logiki pierwszego rzedu, dzieki mozliwosci uzywania kwantyfikatorow, jest dos¢ elas-

tyczny. Mozna z jego pomoca wyrazi¢ wiele nietrywialnych wtasnoéci obiektéw matematycz-
nych. W szczegdlnosci interesowaé nas moze definiowanie elementéw i wyodrebnianie struktur
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o pewnych szczegdlnych witasnosciach, czy tez formutowanie kryteriow odrdzniajacych jakies
struktury od innych.

Przyklad 3.5 Przypuéémy, ze sygnatura sklada sie z dwéch jednoargumentowych symboli
relacyjnych R i S i dwuargumentowego symbolu funkcyjnego f. Wtedy formuta

Vavy(R(z) A S(y) — R(f(x,y)) ANS(f(z,y))

jest prawdziwa dokladnie w tych modelach A = (A, fA4, RA, S4), w ktérych obraz iloczynu
kartezjanskiego R x S przy przeksztalceniu f zawiera sie w zwyklym iloczynie R4 N SA.

Przyklad 3.6 Teraz niech nasza sygnatura sklada sie z jednej operacji dwuargumentowe;j -
i z jednej stalej €. Zdanie

o1 FeoVy(VaiVee(y =21 20 2 y=21Vy=29) 2 y=o1Vy=a2Vy=¢)

jest prawdziwe w strukturze ({a,b}*, -, ) stéw nad alfabetem {a, b}* z konkatenacja i stowem
pustym, ale nie w modelu stéw nad alfabetem trzyliterowym ({a, b, c}*, -, ¢). Inaczej méwiac,
nasze zdanie rozréznia te dwie struktury.

3.3 Nierozstrzygalnosé

Niestety, konsekwencja znacznej sily wyrazu logiki pierwszego rzedu jest jej nierozstrzygal-
nosé. Dokladniej, nierozstrzygalny jest nastepujacy problem decyzyjny:” Czy dana formula
logiki pierwszego rzedu jest tautologiq? Aby wykazaé, ze tak jest, postuzymy sie znang nam
nierozstrzygalnoscia problemu stopu dla maszyn Turinga.

Przypomnijmy, ze (deterministyczna, jednotasmowa) maszyne Turinga nad alfabetem A mozna
zdefiniowaé jako krotke M = (A Q, 0, qo, ¢a), gdzie:

A jest skonczonym alfabetem, zawierajacym A oraz symbol B ¢ A (blank);

@ jest skonczonym zbiorem stanow;

qo € Q jest stanem poczgtkowym;

qr € Q jest stanem koricowym lub akceptujgcym;
d:(Q—{qr}) x A = AxQx{-1,0,+1} jest funkcjq przejscia.

Zakladajac, ze zbiory A i (Q sa roztaczne, mozna zdefiniowaé konfiguracje maszyny jako stowo
postaci wqu, gdzie ¢ € @ oraz w,v € A*, przy czym utozsamiamy konfiguracje wquv i wquB.
Interpretacja tej definicji jest nastepujaca. Tasma maszyny jest nieskonczona w prawo. Na
poczatku tasmy zapisane jest stowo wwv, dalej w prawo sa same blanki, a glowica maszyny
,patrzy” na pierwszy znak na prawo od w. Konfiguracje postaci C,, = qow, gdzie w € A*,
nazywamy poczgtkowg, a konfiguracje postaci wgpv nazywamy koricowq lub akceptujgcg.

"W istocie, nazwa ,problem decyzyjny” (Entscheidungsproblem) zostala uzyta po raz pierwszy wiasnie
w tym kontekscie.
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Relacje — o na konfiguracjach definiuje sie tak:

e Jesli 0(q,a) = (b,p,+1) to wgav — aq whpv;
e Jesli 0(q,a) = (b,p,0) to wgav — aq wpbv;

e Jedli 6(q,a)

niemozliwy.)

(b,p,—1) to weqgav — pq wpcbv oraz qav — pq pbv (gdy ruch w lewo jest

Symbolem —» 4 oznaczamy przechodnio-zwrotne domkniecie relacji —aq. Jezeli C, —pq C,
gdzie C' jest konfiguracja akceptujaca to méwimy, ze maszyna akceptuje stowo w.

W naszej konstrukcji skorzystamy z nastepujacej postaci problemu stopu: Czy dana maszyna
Turinga akceptuje stowo puste? Nietrudno jest zredukowaé do niego ogdlny przypadek prob-
lemu stopu (¢éwiczenie).

Nastepujacy lemat bedzie przydatny w dowodzie nierozstrzygalnosci.
Lemat 3.7 Niech ¥ oznacza koniunkcje nastepujgcych formut

* Vy-P(y,c)

o Vz3yP(x,y)

o VaVy(P(z,y) — R(z,y))

o VavVyVz(R(z,y) — (R(y,z) — R(z,2)))

o Vo-R(z,x)
Zdanie U jest spetnialne, a kaZdy jego model A zawiera nieskoriczony ciqg réznych elementow
A =ag,a1,as,..., takich ze (ai,aiy1) € P2 dla kazdego 1.

Dowdd: Cwiczenie. 1

Twierdzenie 3.8 Nie istnieje algorytm rozstrzygajocy czy dana formuta logiki pierwszego
rzedu jest tautologiq.

Dowdéd: Naszym celem jest efektywna konstrukcja, ktéra dla dowolnej maszyny Turinga M
utworzy formule p o takiej wiasnosci:

M akceptuje stowo puste wtedy i tylko wtedy, gdy paq jest tautologiq.

Stad natychmiast wynika teza twierdzenia. W przeciwnym razie taka konstrukcja pozwalataby
bowiem na rozstrzyganie problemu stopu.

W istocie, wygodniej bedzie skonstruowaé taka formule 14, ze
M zapetla sie na stowie pustym  wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ jest spetnialna,
i na koniec przyja¢ oap = —haq. Sygnatura naszej formuly bedzie zalezata od maszyny M

(bo tak jest latwiej) chociaz tak by¢ nie musi (Cwiczenie 13). Sklada sie ona z:
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jednoargumentowych symboli relacyjnych S, dla wszystkich stanéw ¢ € Q;
dwuargumentowych symboli relacyjnych C,, dla wszystkich symboli a € A;
dwuargumentowego symbolu relacyjnego G;

stalej ¢ i symboli P i @Q wystepujacych w formule 9 z Lematu 3.7.

Formula ¢ jest koniunkcja zlozona z wielu skltadowych, ktére teraz opiszemy. Pierwsza
skltadowa, jest formula ¥ z Lematu 3.7. Kazdy model tej formuly zawiera réznowartosciowy
ciag ag, a1, az, ..., ktéry postuzy nam jako substytut ciagu liczb naturalnych (o elemencie a;
myslimy jak o liczbie 4). Intuicyjny sens formul atomowych naszej sygnatury jest taki:

Formule S,(x) czytamy: po x krokach obliczenia maszyna jest w stanie g.
Formute G(z,y) czytamy: po x krokach glowica maszyny znajduje sie w pozycji y.

Formule Cy(z,y) czytamy: po = krokach na pozycji y znajduje sie symbol a.

Dalsze skladowe naszej formuty ¢ sa tak dobrane, aby kazdy jej model reprezentowal nie-
skoniczone obliczenie maszyny zaczynajace sie od stowa pustego. Oto te skladowe:

© % N e ok W

e S S
O R TS

. VaVyVzvu(S,
. Vz=Sy, (2).

Sqo(¢) N G(e,e) NV Cg(c, x);

Vm(\/qu Sq(®));

Va(Sq(x) — =Sp(x)), dla q,p € @, ¢ # p;

V2vy(Voea Cal2:9));

VaVy(Cy(z,y) — —Ch(x,y)), dla a,b € A, a # b;

Vrdy G(x,y);

VaVyVz(G(z,y) NGz, 2) — y = 2);

VaVyvz(Sq(e) A Gz, y) A Calz,y) A P(z,2) = Sp(2) ACy(2,9)), gdy 0(q,a) = (p, b, 1);
VavyVz(=G(z,y) A Cal@,y) A P(x,2) — Cal2,));

VaVyVzYu(Sy(x) A G(z,y) A P(x,z) A P(y,v) — G(z,v)), gdy d(¢,a) = (p,b, +1);

- VaVyVz(Sy(z) AN G(x,y) A P(x,2) — G(z,y)), gdy 6(q,a) = (p,b,0);
. YaVyVzVu(S,

)
() NG(z,y) A P(x,2) A P(v,y) — G(2,0)), gdy 6(g,a) = (p,b, —1);
(

q JJ) /\G(:C,C) N P<mvz> - G(Z,C)), gdy 5(Q7a) = (p, b, _1);

Przypu$émy teraz, ze maszyna M ma nieskoniczone obliczenie dla pustego stowa wejsciowego.
Zbudujemy model 2 dla formuly pas. Dziedzing tego modelu jest zbiér N liczb naturalnych.
Stalg ¢ interpretujemy jako zero, relacja P to relacja nastepnika, a R* to (ostra) relacja
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mniejszosci. Relacje 5’;4, C;;‘ i G4 okreslamy zgodnie z ich intuicyjna interpretacja na pod-
stawie przebiegu nieskonczonego obliczenia maszyny. Nietrudno sie przekonaé, ze wszystkie
czlony koniunkcji sa prawdziwe w 2, czyli zdanie o jest spelnialne.

Przystapmy wiec do trudniejszej czesci dowodu. Zatézmy mianowicie, ze 2 = ¢ dla pewnej
struktury 2. Wtedy takze 20 |= 9, niech wiec a; beda elementami 2, o ktérych mowa w Lema-
cie 3.7. Struktura 2 spelnia tez wszystkie pozostale sktadowe formuly pq. Sktadowe (2) i (3)
gwarantuja, ze kazdy z elementéw a; nalezy do dokladnie jednej z relacji S,. Podobnie, kazda
para (a;,a;) nalezy do dokladnie jednej z relacji C,, oraz kazde a; jest w relacji G z dokladnie
jednym elementem struktury 2 — tu uzywamy skladowych (4)—(7).

Rozpatrzmy obliczenie maszyny M dla stowa pustego. Pokazemy, ze jest to obliczenie nie-
skoniczone.

Jedli obliczenie maszyny M sklada sie z co najmniej n krokéw, to przez ¢, oznaczmy stan,
w ktérym znajduje sie maszyna M po wykonaniu tych n krokéw, a przez k, pozycje glowicy
w tym momencie. Zawartoscia m-tej komorki tasmy po m-tym kroku obliczenia niech zas
bedzie symbol b,,,,.

Przez indukcje ze wzgledu na n dowodzimy, ze dla dowolnego n € N obliczenie sklada sie z co
najmniej n krokéw, oraz:

an € ngl (an,am) € C%‘Lm (an,ar,) € G*.

Inaczej méwiac, model A prawidlowo reprezentuje kolejne konfiguracje maszyny. Dla n = 0
powyzsze zwiazki wynikaja wprost z prawdziwosci cztonu (1) naszej koniunkcji. W kroku
indukcyjnym skorzystamy przede wszystkim z cztonu (14), ktéry gwarantuje, ze stan g, nie
jest koricowy. Okreslona jest wiec wartosé¢ funkeji przejscia 0(gn, bk, ). Mozemy wiec odwolaé
sie do sktadowych (9-12), ktére zapewniaja poprawna zmiane stanu i symbolu pod glowica (8),
zachowanie bez zmian reszty tasmy (9) i przesuniecie glowicy (10-12). Szczegdly dowodu
pozostawiamy Czytelnikowi. =

Twierdzenie 3.8 mozna wzmocnié¢, pokazujac (éwiczenie 13), ze problem jest nierozstrzygalny
nawet dla formut nad pewna ustalona sygnatura. W istocie, jest tak dla wiekszosci sygnatur,
z wyjatkiem bardzo ,,ubogich” przypadkow. Dwa takie przypadki sa przedmiotem Cwiczeri 3
i 5 do Rozdziatu 13.

Cwiczenia

1. Stosujac schematy (6-9) z Faktu 3.1, pokazaé, ze nastepujace formuty sa tautologiami:

(a) (Fyp(y) — Vzq(2)) — VyVz(p(y) — q(2));

(b) (Vz3yr(z,y) — JaVyr(y,z)) — JaVy(r(z,y) — r(y,z));

(c) Vz3y((p(z) — q(y)) — r(y)) — (Vap(z) — Yyq(y)) — Jyr(y));
(d) Va(p(z) — Jyq(y)) — Jy(Jzp(z) — q(y)).

2. Jak rozumiesz nastepujace zdania? Jak je sformulowaé, zeby nie budzily watpliwosci?

(a) Nie wolno pié i graé w karty.

(b) Nie wolno plué i tapaé.
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c) Zabrania sie zasmiecania i zanieczyszczania drogi.8

(

(d
(e
(f

)
) Zabrania sie zasmiecania lub zanieczyszczania drogi.”

) Wpisaé, gdy osoba ubezpieczona nie posiada numeréw identyfikacyjnych NIP lub PESEL.'®
) Podaj przyktad liczby, ktéra jest pierwiastkiem pewnego réwnania kwadratowego o wspdi-
czynnikach catkowitych i takiej, ktora nie jest.

(g) Warunek zachodzi dla kazdego x i dla pewnego y.
3. Czy nastepujace definicje mozna lepiej sformutowac?

a ior A jest dobry, jesli ma co najmniej 2 elementy.

Zbior A jest dobry, jesli imniej 2 el t

(b) Zbior A jest dobry, jesli dla kazdego x € A, jesli x jest parzyste, to x jest podzielne przez 3.
(¢) Zbidr A jest dobry, jesli dla pewnego x € A, jesli x jest parzyste, to x jest podzielne przez 3.

4. Wskazaé¢ btad w rozumowaniu:

(a) Aby wykazal prawdziwo$é tezy
.Dla dowolnego n, jedli zachodzi warunek W (n) to zachodzi warunek U (n)"
zaldzmy, ze dla dowolnego n zachodzi W(n). ..

(b) Aby wykazaé prawdziwosé tezy
.Dla pewnego n, jesli zachodzi warunek W (n) to zachodzi warunek U(n)"
zalézmy, ze dla pewnego n zachodzi W(n). ..

5. Sformutowaé poprawnie zaprzeczenia stwierdzen:
o Liczby m i n sq pierwsze.
o Liczby m i n sq wzglednie pierwsze.

6. Czy zdanie ,Liczba a nie jest kwadratem pewnej liczby catkowitej” jest poprawnym zaprzeczeniem
zdania ,Liczba a jest kwadratem pewnej liczby catkowitej”?

7. Sygnatura ¥ sklada sie z symboli 7,5 € X' RS € 28 i g € ©F. Napisaé takie zdania ¢ i ¢, ze:

(a) zdanie ¢ jest prawdziwe dokladnie w tych modelach A = (A, RA, S4, 74, 54, g4, w kté-
rych obie relacje R, S* s przechodnie, ale ich suma nie jest przechodnia;

(b) zdanie ) jest prawdziwe dokladnie w tych modelach A = (A, RA, SA rA 54 g4, w kto-
rych s# jest obrazem iloczynu kartezjariskiego r4 x r przy funkcji g*.

8. Sygnatura X sklada sie z dwuargumentowych symboli relacyjnych r i s oraz dwuargumentowego
symbolu funkcyjnego f. Napisa¢ (mozliwie najkrétsze) zdanie, ktére jest prawdziwe dokladnie
w tych modelachA = (A, r4, s4, fA), w ktérych:

(a) Zlozenie relacji 7 i s* zawiera si¢ w ich iloczynie r N s4;

b) Zbiér wartosci funkcji f# jest rzutem sumy r U s na pierwsza wspéirzedna;
(c) Relacja r nie jest funkcja z A w A;
(d)

)

(e) Obraz zbioru A x A przy funkcji f* jest pusty.

Obraz r# przy funkcji fA jest podstruktura w A;

9. Dla kazdej z par struktur:
(a) (N,<)i{{m— [m,neN-{0}},<);

8Kodeks Drogowy przed nowelizacja w roku 1997.
9Kodeks Drogowy po nowelizacji w roku 1997.
YTnstrukeja wypekiania formularza ZUS ZCZA (Zgloszenie danych o czlonkach rodziny. . .)
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10.

11.

12.

13.

(b) (N, +) i (Z,+);
() (N,<)i(Z,<),
wskaz zdanie prawdziwe w jednej z nich a w drugiej nie.
Napisa¢ takie zdania ¢ i 9, ze:
(a) zdanie ¢ jest prawdziwe w modelu A = (Z, +,0), ale nie w modelu B = (N, +,0);
(b) zdanie 1 jest prawdziwe w modelu B = (Z, +,0), ale nie w modelu C = (Q, +,0).
Wskazaé formule pierwszego rzedu:
(a) spehialna w ciele liczb rzeczywistych ale nie w ciele liczb wymiernych;
(b) speialna w algebrze N z mnozeniem, ale nie w algebrze N z dodawaniem;
(c) spehialna w ({a,b}*, -, ¢) ale nie w {({a, b, c}*, -, &).

Zmodyfikowa¢ konstrukcje z dowodu Twierdzenia 3.8 w ten sposéb, aby w formule ¥, nie
wystepowal symbol réwnosci ani stata c.

Zmodyfikowaé konstrukcje z dowodu Twierdzenia 3.8 w ten sposéb, aby ¥ byla zawsze formuta
ustalonej sygnatury (niezaleznej od maszyny M). Wywnioskowaé stad, ze logika pierwszego
rzedu nad ta ustalong sygnatura jest nierozstrzygalna.
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4 Ograniczenia logiki pierwszego rzedu

Ten rozdzial poswiecony jest ograniczeniom, ktérym podlega jezyk logiki pierwszego rzedu.
Okazuje sie, ze nie kazde pojecie da sie w nim wyrazié, a takze, ze sa pojecia, ktére daja
sie wyrazi¢, ale odpowiednie zdanie lub formula z koniecznoéci musi by¢ skomplikowane.
Rozwazania w tym rozdziale bedziemy prowadzié¢ przy zalozeniu, ze w sygnaturze wystepuja
wylacznie symbole relacyjne. Wyniki daja sie zastosowaé¢ do sygnatur z symbolami funkcyj-
nymi, ale wymaga to zakodowania wszystkich funkcji jako relacji.

Zaczniemy od miary skomplikowania formul, ktéra bedzie przydatna w dalszym ciagu.
Definicja 4.1 Range kwantyfikatorowg QR(p) formuly ¢ definiujemy jak nastepuje:

o QR(L) = QR(t1 = t2) = QR(r(t1,...,tx)) = 0 dla dowolnych terméw ti,...,t; oraz
r e EkR.

* QR(p — ¢) = max(QR(¢), QR(Y)).
e QR(Vxp) =14 QR(p).

Intuicyjnie QR to gleboko$é¢ zagniezdzenia kwantyfikatoréw w formule. Jest to jedna z wielu
mozliwych miar stopnia komplikacji formuty ¢. Parametr ten ma nastepujace znaczenie: jesli
struktura 2 ma n elementéw, to pesymistyczny czas sprawdzenia, czy dla zdania ¢ zachodzi
2 = ¢ jest asymptotycznie proporcjonalny do n@E@)  ody uzyjemy naturalnego algorytmu
do wykonania tego zadania, ktory dla kazdego kwantyfikatora w formule przeglada wszystkie
elementy struktury.

Teraz mozemy wyjasnié¢, dlaczego nie dopuszczamy symboli funkcyjnych w sygnaturze. Otz
ich obecno$¢ zakléca potrzebne nam wiasnoséci funkcji QR. Tytulem przykladu, formuta
R(z, f(f(z))) jest atomowa i jej ranga kwantyfikatorowa powinna wynosi¢ 0. Tymczasem
gdy f bedziemy reprezentowaé w strukturze jako dwuargumentowa relacje F, ta sama formuta
przybierze posta¢ JyIz(F(z,y) A F(y, z) A R(z, z)), ktérej ranga kwantyfikatorowa wynosi 2.
Twierdzenia, ktorych dalej dowodzimy, odwotujg sie do wartoéci QR zdefiniowanych powyzej
dla logiki bez symboli funkcyjnych. To wlasnie jest przyczyna, dla ktérej funkcje wykluczamy
z rozwazan.

4.1 Charakteryzacja Fraissé

Definicja 4.2 Jesli 2 jest struktura relacyjna oraz () # B C A, to struktura 2z tej samej
sygnatury X co 2, nazywana podstrukturg indukowang przez B w 2, ma no$nik B, zas dla
kazdego r € X2

re = %0 B".

Definicja 4.3 Niech 2,8 beda strukturami relacyjnymi tej samej sygnatury 3, ponadto
niech A’ € A1 B C B. Jedli funkcja h : A’ — B’ jest izomorfizmem podstruktur in-
dukowanych A : ) 4 = B/, to méwimy, ze h jest czesciowym izomorfizmem z A w B. Jego
dziedzina to dom(h) = A’, a obraz to rg(h) = B'.
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Na zasadzie konwencji umawiamy sie, ze () jest czeSciowym izomorfizmem z 2A w B o pustej
dziedzinie i pustym obrazie.

Dla dwéch czesciowych izomorfizméw g, h z A w B piszemy g C h gdy dom(g) C dom(h) oraz
g(a) = h(a) dla wszystkich a € dom(g), to jest wtedy, gdy g jest zawarte jako zbiér w h.

Definicja 4.4 Niech m bedzie dodatnig liczba naturalna. Dwie struktury relacyjne tej samej
sygnatury sa m-izomorficzne, co oznaczamy 2 =, B, gdy istnieje rodzina {I, | n < m}
w ktorej kazdy I, jest niepustym zbiorem czesciowych izomorfizméw z 2 w B, oraz spelniajaca
nastepujace dwa warunki:

Tam Dla kazdego h € I, 41 oraz kazdego a € A istnieje takie g € I,,, ze h C g oraz a € dom(g).
Z powrotem Dla kazdego h € I, 1 oraz kazdego b € B istnieje takie g € I,,, ze h C g oraz

berg(g)

Sama rodzine {I,, | n < m} nazywamy wéwczas m-izomorfizmem struktur 2 i B, co oz-
naczamy {I,, | n <m} : A =, B.

Nieformalne wyjasnienie jest takie: I, to zbidér czesciowych izomorfizméw, ktére moga byé
rozszerzone n-krotnie o dowolne elementy w dziedzinie i obrazie, a kolejne rozszerzenia leza
w Infl,... ,Io.

Definicja 4.5 Dwie struktury relacyjne tej samej sygnatury sa skonczenie izomorficzne, sym-
bolicznie A 22 ¢, B, gdy istnieje rodzina {I,, | n € w}, taka, ze kazda podrodzina {I,, | n < m}
jest m-izomorfizmem.

Jesli {I,, | n < m} ma powyzsze wlasnosci, to piszemy {I, | n < m} : A =g, B, a sama

rodzine nazywamy skoriczonym izomorfizmem.

Fakt 4.6

o Jesli A =B, to A =y, B.

o Jesli A =y, B oraz nosnik A jest zbiorem skoriczonym, to A = B.

Dowéd: Cwiczenie. 1

Definicja 4.7 Dwie struktry 2 i B tej samej sygnatury sa elementarnie réwnowazne, co
zapisujemy symbolicznie 2l = B, gdy dla kazdego zdania ¢ logiki pierwszego rzedu nad ta
sama sygnatura, 2l = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy B E ¢.

Dwie struktry 20 i B tej samej sygnatury sa m-elementarnie rownowazne, symbolicznie
A =,, B, gdy dla kazdego zdania ¢ logiki pierwszego rzedu nad ta sama sygnatura, o randze
kwantyfikatorowej nie przekraczajacej m, zachodzi 2 = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy B E ¢.
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Fakt 4.8 A =, B wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego naturalnego m zachodzi A =, ‘B.

Dowdéd:  Wynikanie z lewej do prawej jest oczywiste. Zalézmy teraz, ze dla kazdego m
istnieje rodzina {I)* | n < m} spelniajaca warunki z definicji relacji =, . Rozwazmy rodzine

{Jn | n € w}, gdzie J, = U,,eo In'- Bezposrednie sprawdzenie pokazuje natychmiast, ze
spetnia ona warunki definicji relacji =¢;, . B

Twierdzenie 4.9 (Fraissé) Niech ¥ bedzie dowolna sygnatura relacyjng zawierajgcq skori-
czenie wiele symboli, oraz niech A,B bedqg dowolnymi strukturami nad 3.

e Dla kazdego m € N zachodzi réwnowaznosé: A =, B wtedy i tylko wtedy gdy A =, B.

o A=r, B wiedy i tylko wiedy gdy A =B.

Dowad: Jest oczywiste, ze druga réwnowaznosc wynika z pierwszej. Pierwsza z kolei
udowodnimy tylko z lewej do prawej strony. Dowdd w strone przeciwna jest bardziej zawity
technicznie, a w dodatku ta implikacja jest rzadko uzywana w praktyce. Wyraza za to istotna
z metodologicznego punktu widzenia informacje: jesli dwie struktury sa (m-)elementarnie
rownowazne, to fakt ten mozna na pewno udowodnié postugujac sie metoda Fraissé, choé
oczywiscie nie ma gwarancji, ze bedzie to metoda najprostsza.

Ustalmy m € N. Dowdd tego, ze z A =, B wynika 2 =, B sprowadza si¢ do wykazania
nastepujacego faktu za pomoca indukcji ze wzgledu na budowe :

Niech {I,, | n < m} bedzie rodzing o ktdrej mowa w definicji A =, B, niech ¢
bedzie formula o co najwyzej r zmiennych wolnych (bez utraty ogélnosci niech beda
to x1,...,x,) i spetniajaca QR(p) < n < m oraz niech g € I,. Wowczas dla
dowolnych ay, . ..,a, € dom(g) nastepujace dwa warunki sq réwnowazne:

A,x1:a1,...,¢ a0, E @
%,l’l : g(a1)7 sy Lyl g(ar) ’: P-
Dla formul atomowych, powyzsza teza wynika wprost z faktu, ze g jest czeSciowym izomor-

fizmem (przypomnijmy ze w sygnaturze nie ma symboli funkcyjnych i co za tym idzie jedynymi
termami sa zmienne).

Gdy ¢ ma posta¢ ¥ — £, to mamy nastepujacy ciag rownowaznych warunkéw:

° Ql,m:al,...,xr:a”:lp_}g
o Axya,...,xpa FEYIlub A xytar,. ., iar EE

o A 1y :g(al)v'--a-rr:g(ar) Fé?ﬂ lub 2, 4 :g(al)w“?xr:g(ar) ):g
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i Qlaxl :g(al)v"'axr:g(av") |:¢_>£7

przy czym druga rownowaznos$¢ wynika z zatozenia indukcyjnego, a pierwsza i trzecia z definicji
semantyki.

Gdy ¢ ma postaé Va), to, jako ze 11 ¢ FV () ico za tym idzie = (Vz)) < Vo, 119(xr41/7)
(patrz Fakt 2.12), mozemy bez utraty ogdlnosci zalozy¢, ze ¢ ma postaé Va,41v. Z zaloze-
nia QR(p) < n wynika, ze QR(¢)) < n — 1. Mamy teraz nastepujacy ciag réwnowaznych
warunkow:

o (A, xy1:a1,...,xr:0,) F

e Dla kazdego a € A zachodzi (A, z1 : a1,...,Tr: Qp,Try1 :a) U

e Dla kazdego a € A istnieje takie h € I,_1, ze g C h, a € dom(h) oraz

A,y a1,..., T Qp, Tpy1 2 a) E P

Dla kazdego a € A istnieje takie h € I,,_1, ze g C h, a € dom(h) oraz
(B, z1: g(ar), ..., zr : g(ar), zry1 : h(a)) E

Dla kazdego b € B istnieje takie h € I,,_1, ze g C h, b € rg(h) oraz
(B, 21 :9(ar),...,zr  glar), Try1 1 0) F o

Dla kazdego b € B zachodzi (B, x1 : g(a1),...,xr : g(ar), Tr+1 : b) E 9

(B, z1:g(ar),...,z : g(ay)) = .

Roéwnowaznoéci druga i czwarta zachodza na mocy warunkéw Tam i Z powrotem, trzecia
na mocy zalozenia indukcyjnego, a pozostate na mocy definicji spelniania. &

Pokazemy teraz pierwszy przyklad inherentnego ograniczenia logiki pierwszego rzedu.

Fakt 4.10 Jesli A,B sa dwoma skonczonymi liniowymi porzqdkami o mocach wiekszych
niz 2™, to A =, B.

Dowéd:  Bez utraty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze A ={0,...,N}, B={0,..., M}, przy
czym 2™ < N < M, a porzadek jest porzadkiem naturalnym. Dowdd przeprowadzamy
wykorzystujac Twierdzenie 4.9, czyli w istocie wykazujemy, ze 2 =, B.

Dla danego & < m okre$lmy ,odleglo$¢” di pomiedzy elementami naszych struktur jak
nastepuje:
|b—a| jesli|b—al <2F

dk(a7 b) = {

00 wpp.
Niech I dla k < m bedzie zbiorem wszystkich cze$ciowych izomorfizméw g z A w B takich,
ze {(0,0), (N, M)} C g oraz di(a,b) = di(g(a), g(b)) dla wszystkich a,b € dom(g). Oczywiscie
I, # 0 bo {(0,0), (N, M)} € I.
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Pokazujemy wlasnos¢ Tam dla rodziny {I | k¥ < m}. Niech g € Ij41. Niech a € {0,...,N}.
Mamy wskazaé¢ w I}, czeSciowy izomorfizm h O g taki, ze a € dom(h).

Rozrézniamy dwa przypadki:

(i) Jesli istnieje takie b € dom(g), ze di(a,b) < oo, to w B jest dokladnie jeden element a,
ktdry jest tak samo polozony wzgledem g(b) jak a wzgledem b, oraz spehia d;(a’, g(b)) =
dj(a,b). Kladziemy wéwczas h(a) := a’ i h jest wtedy czesciowym izomorfizmem zachowuja-
cym odleglosci d;.

(ii) Jesli natomiast takiego b nie ma, to niech @’ < a < a”, gdzie da’,a” sa najblizszymi b ele-
mentami po lewej i po prawej, ktére naleza do dom(g). Wéwezas d;(d’, a) = dj(a,a”) = oo, co
w mysl definicji d; oznacza, ze dji1(a’,a”) = co. Zatem na mocy zalozenia indukcyjnego takze
di+1(g(a’),g(a”)) = oo. Istnieje wiec g(a’) < b < g(a”) takie, ze d;(g(a’),b) = d;(b, g(a”)) = o0,
i wéwezas kltadac h(a) := b uzyskujemy zadane rozszerzenie. &

Przyklad powyzszy wskazuje na kilka istotnych ograniczen logiki pierwszego rzedu. Po pier-
wsze, nie da sie zadnym zdaniem zdefiniowaé nawet tak prostego pojecia jak ,,porzadek li-
niowy o parzystej liczbie elementéw”, i to bez wzgledu na to, jak bysSmy je rozumieli dla
modeli nieskonczonych. Istotnie, zdanie ktore mialoby definiowaé¢ taka wlasno$é musialoby
mieé jakas range kwantyfikatorowa, powiedzmy ¢. Jednak w myg$l poprzedniego twierdzenia,
porzadki o mocach 29 + 1 i 29 + 2 sg g-elementarnie réwnowazne i nasze hipotetyczne zdanie
jest albo prawdziwe w obu, albo falszywe w obu, podczas gdy powinno by¢ w jednym fatszywe,
a w drugim prawdziwe.

Drugim ograniczeniem jest fakt, ze kazda specyfikacja porzadku liniowego o mocy n w logice
pierwszego rzedu musi z koniecznosci mie¢ range kwantyfikatorowa co najmniej logy n, a wiec
sugeruje algorytm sprawdzenia, czy dany obiekt mocy m istotnie spelnia te specyfikacje,
ktérego czas dzialania ma rzad wielkogci m!°82™, co jest wynikiem fatalnym.!! Bierze sie to
stad, ze prawdziwo$¢ zdania o randze kwantyfikatorowej ¢ sprawdza sie w danej skonczonej
strukturze za pomoca g zagniezdzonych petli, z ktérych kazda przeglada caly nosnik struktury
i odpowiada jednemu kwantyfikatorowi.

4.2 Gra Ehrenfeuchta

Charakteryzacja Fraissé jest dos¢ skomplikowana i odpychajaca w bezposrednim uzyciu.
W praktyce jej popularno$é¢ ogromnie zwiekszylo podanie przez Andrzeja Ehrenfeuchta jej
rownowaznego opisu w terminach dwuosobowej gry, ktéra teraz zdefiniujemy. Gra ta doskonale
sprawdza sie w rozumowaniach intuicyjnych. Praktyczne doswiadczenie wskazuje, ze proby
napisania bardzo formalnego dowodu przy uzyciu gry koncza sie zwykle wskazaniem rodziny
zbioréow czedciowych izomorfizméw w duchu Fraissé.

Niech ¥ bedzie sygnatura relacyjna i niech 2, B beda strukturami sygnatury X.

Dla uproszczenia zakladamy, ze AN B = 0.

UNa, szczedcie znamy lepsze algorytmy wykonujace to zadanie.
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Definicja 4.11 Gra Ehrenfeuchta Gy, (2, B) jest rozgrywana przez dwoch graczy, oznaczanych
IiIl. Trwa ona przez m rund.

W i-tej rundzie (i = 1,...,m) najpierw wykonuje ruch gracz I, wybierajac jedna ze struktur
oraz jeden z elementéw jej nosnika. Jest on oznaczany a; jesli pochodzi z A, zas b;, jesli z B.
Jako drugi wykonuje ruch gracz II, ktéry musi wybraé¢ element w pozostalej strukturze (czyli
w 2, jesli I wybral element w B, oraz w B, jesli I wybratl element w 2) i oznaczy¢ go a; lub
b;, zaleznie od tego, skad wybieral.

W ciagu m rund wybrane zostaja elementy ai,...,a,, € A oraz by,...,b, € B.

Gracz II wygrywa rozgrywke, jesli funkcja h = {{a;,b;) | i = 1,...,m} jest czesciowym
izomorfizmem z A w B. W przeciwnym wypadku wygrywa gracz 1.

Moéwimy, ze gracz II ma strategie wygrywajaca w grze Gp,(2,B), jesli moze wygraé¢ kazda
rozgrywke, niezaleznie od posunieé¢ gracza 1.

Definicja powyzsza dopuszcza powtarzanie ruchow przez obu graczy, czyli wybieranie ele-
mentéw, ktore poprzednio byly juz wybrane. Jest to dogodne, gdyz upraszcza definicje.
Gdybysmy bowiem zakazali tego, to albo niemozliwe byloby rozegranie gry G,,(2,B) gdy
choé¢ jedna ze struktur ma moc mniejsza niz m, albo trzeba by bylo wprowadzi¢ w definicji
specjalny warunek stuzacy do rozstrzygania zwyciestwa w sytuacjach, gdy brak mozliwosci
dalszych ruchéw.

W praktyce jednak w dowodach prawie nigdy nie rozpatruje sie takich ruchéw, gdyz jest
oczywiste, ze wykonanie takiego posuniecia przez gracza I nie przybliza go do zwyciestwa,
zas gdy wykona je gracz II mimo zZe nie zrobil tego gracz I, powoduje to jego natychmiastows,
przegrana,

Twierdzenie 4.12 (Ehrenfeucht)

e Gracz II ma strategie wygrywajacq w grze G, (2, B) wtedy i tylko wtedy, gdy A =, B.

e Gracz II ma dla kazdego m strategie wygrywajaca w grze G, (A, B) wtedy i tylko wtedy,
gdy A Zpip B.
Dowéd:  Cwiczenie.

Ponizsze twierdzenie ilustruje, w jaki sposéb gra moze zosta¢ wykorzystana dla wskazania
ograniczen mozliwoéci logiki pierwszego rzedu.

Twierdzenie 4.13 Jesli A = (A, <® i B = (B, <®) sq dwoma porzadkami liniowyms,
gestymi, bez elementu pierwszego i ostatniego, to A = B.

Dowdd: W myél Twierdzenia 4.12 nalezy pokazaé, ze dla kazdego m gracz II ma strate-
gie wygrywajaca w grze G,,(2,B). Opiszemy teraz te strategie. Jej postaé nie zalezy od
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liczby rund do rozegrania. Pokazemy tez, ze jesli po zakonczeniu poprzedniej rundy warunek
wygrywajacy dla gracza II byt spelniony, to po wykonaniu ruchu zgodnie ze wskazang strate-
gig pozostanie on nadal spelniony. Wéwczas na mocy zasady indukcji po rozegraniu dowolnej
ilosci rund, w ktérych gracz II bedzie sie stosowal do tej strategii, pozostanie on zwyciezca,.

Zauwazmy, ze warunek o czedciowym izomorfizmie w naszej sytuacji oznacza tyle, ze zbiory
{a1,...,ax} 1 {b1,...,b;} elementéw wybranych w kazdej ze struktur, po posortowaniu ros-
naco zgodnie z porzadkiem odpowiednio <* oraz <® prowadza do identycznych ciagéw indek-
s6w swoich oznaczeri. Dokladnie, jesli a;; <® a;, < -+ < a;, ibj, <® b, <P .- <P b,
to zachodza réwnoéci iy = jy dlal=1,... k.

e Na pierwszy ruch gracza I gracz 11 odpowiada w dowolny sposob.

Przed ta runda nie bylo wybranych elementéw, czyli przeksztalcenie opisane w definicji
gry bylo przeksztalceniem pustym, ktoére na mocy konwencji jest czesSciowym izomor-
fizmem. Po wykonaniu ruchu zgodnie ze strategia ciagi indekséw w obu strukturach sa
oczywiscie identyczne.

e We wszystkich kolejnych rundach gracz IT okreéla swéj ruch nastepujaco. Niech a;; <*
Qi <AL aj, 1 b, <B bi, <B ... <P b;, beda (identycznymi na mocy zalozenia
indukcyjnego) ciagami indekséw przed wykonaniem tego ruchu. Ze wzgledu na symetrie
sytuacji, mozemy bez utraty ogélnosci zalozy¢, ze gracz I wybiera strukture 2. Moze
symbolem ayy; oznaczy¢:

— Element mniejszy od a;,. Wéwczas gracz II wybiera element mniejszy od b;, w ‘B,
ktory istnieje na mocy zalozenia, ze w B nie ma elementu najmniejszego. Widac,
ze nowe ciagi indeksow pozostana rowne.

— Element wigkszy od a;,. Wéwczas gracz II wybiera element wiekszy od b;, w B,
ktory istnieje na mocy zalozenia, ze w B nie ma elementu ostatniego. Widaé, ze
takze teraz nowe ciagi indekséw pozostana réwne.

— Element a speiajacy a;, <Ag <2 a;,,, dla pewnego £. W ‘B istnieje element b
spelniajacy b;, <Bp<B biy, 1> gdyz B jest porzadkiem gestym. Gracz II wybiera
taki element i réwniez w tym wypadku widaé, ze nowe ciagi indekséw pozostanag,
réwne.

Na tym dowdd istnienia strategii wygrywajacej dla gracza Il jest zakoriczony. 1

Z powyzszego wynika miedzy innymi, ze (R, <) = (Q, <). Zatem nie ma zdania logiki pierw-
szego rzedu, ktére definiuje pojecie porzadku ciaglego (tzn. takiego, w ktérym wszystkie nie-
puste ograniczone podzbiory maja kres gérny i kres dolny), bo musiatoby ono by¢ prawdziwe
w pierwszej ze struktur, a falszywe w drugiej.

Definicja 4.14 Teorig nazywamy dowolny zbiér zdan, zamkniety ze wzgledu na konsek-
wencje semantyczne, tj. taki zbiér zdan A, ze A | ¢ zachodzi tylko dla ¢ € A. Przykladem
teorii jest kazdy zbidr postaci {¢ | I' |= ¢}, zwany teoriq aksjomatyczna wyznaczona przez I,
czy tez postaci Th(K) = {¢ | A = ¢, dla kazdego A € K} (teoria klasy struktur K) albo
Th) = {¢ | A = ¢} (teoria modelu A). Teorie A nazywamy zupelna, gdy dla kazdego
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zdania ¢, doktadnie jedno ze zdan ¢ i =@ nalezy do A. Zbiér zdan prawdziwych w ustalonym
modelu jest oczywiscie zawsze teorig zupelna,.

Whniosek 4.15 Teoria klasy A wszystkich porzadkéw liniowych, gestych, bez elementu pierw-
szego 1 ostatniego jest zupetna.

Dowdd:  Teoria o ktorej méwimy nie ma modeli skoniczonych. W mysl Twierdzenia 4.13
wszystkie jej modele nieskoriczone sa elementarnie réwnowazne. Zatem Th(A) = Th({(Q, <)),
a teoria pojedynczego modelu jest zawsze zupelma. B

Cwiczenia

1.

Wykazaé, ze dla dostatecznie duzych ¢ istnieje zdanie o randze kwantyfikatorowej g definiujace
porzadek liniowy o mocy 29.

Adaptujac dowdd Faktu 4.10 udowodnié, ze struktury ({1 — 1/n | n = 1,2,...},<) oraz
Uy {1=1/n,14+1/n,3—1/n}, <), gdzie < jest w obu wypadkach standardowym porzadkiem
liczb wymiernych, sa elementarnie réwnowazne.

Wywnioskowaé stad, ze pojecie dobrego porzadku nie jest wyrazalne w logice pierwszego rzedu.
(Zupehie inny dowdd tego faktu poznamy w Rozdziale 8.)

Niech R bedzie jednoargumentowym symbolem relacyjnym. Udowodnié, ze klasa wszystkich
takich struktur 20 = (A, R), ze |R| = |A — R, nie jest aksjomatyzowalna zadnym zbiorem zdari
pierwszego rzedu.

Udowodni¢, ze klasa wszystkich (skoriczonych lub nieskoniczonych) graféw 2 = (A, E), w ktérych
istnieja dwa wierzcholki o réwnych sobie, skonczonych stopniach, nie jest aksjomatyzowalna
zadnym zdaniem pierwszego rzedu.

Udowodnié, ze klasa wszystkich (skoriczonych lub nieskoriczonych) graféw 2 = (A, E), ktérych
kazdy skonczony podgraf jest planarny, nie jest aksjomatyzowalna zadnym zdaniem pierwszego
rzedu.

Pokazaé, ze klasa wszystkich relacji rownowaznosci, ktérych wszystkie skoniczone klasy abstrakeji
maja parzysta moc, nie jest aksjomatyzowalna zadnym zdaniem pierwszego rzedu.

Dane sa dwie struktury relacyjne % = (U, R*) i B = (U, R®) nad sygnatura zlozona z jednego
dwuargumentowego symbolu relacyjnego. Ich nognikiem jest U = {1,2,...,15}, relacja R¥(x, )
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy |y, a relacja R (x,y) wtedy i tylko wtedy, gdy =z = y
(mod 2).

Ustali¢, jaka minimalna range kwantyfikatorowa ma zdanie ¢ takie, ze 2 = ¢ i B [~ .
Dane sa dwie sze$cioelementowe struktury relacyjne 2 i 8 nad sygnatura zlozona z jednego

dwuargumentowego symbolu relacyjnego. Struktury sa narysowane ponizej jako grafy skierowane:

* * * *

Pt AN

* ~<—>% *

Ustali¢, jaka minimalna range kwantyfikatorowa ma zdanie ¢ takie, ze A = ¢ 1 B £ ¢.

34



5 Paradygmaty dowodzenia

Sprawdzenie, czy dana formula rachunku zdan jest tautologia, polega zwykle na oblicze-
niu jej wartosci dla 2" réznych wartosciowan, gdzie n jest liczba zmiennych zdaniowych
tej formuty. Jak dotad nie sa znane radykalnie szybsze metody. Dla rachunku predy-
katéw nie istnieje w ogdle zaden algorytm sprawdzania czy dana formuta jest tautologia
(Twierdzenie 3.8). W obu przypadkach istnieja jednak metody dowodzenia pozwalajace na
wyprowadzanie prawdziwych formul za pomoca ustalonych procedur syntaktycznych.

Kazdy system dowodzenia zawiera dwa skladniki:
e poczatkowy zbidér formul (lub wyrazen zbudowanych z wielu formut) zwanych aksjo-
matams,
e zbiér operacji przeksztalcajacych wyrazenia w wyrazenia — operacje te sa nazywane

reqgutami dowodzenia.

Reguly dowodzenia opisuja warunki, przy pomocy ktérych mozna otrzymaé nowe wyraze-
nie (nazywane konkluzja) z otrzymanych juz wyrazeri (nazywanych przestankami). Dowody
w systemach formalnych sa ciagami wyrazen, by¢ moze posiadajacymi dodatkowsa strukture
pozwalajaca na lepsza wizualizacje.

W dalszej czesci opiszemy trzy systemy dowodzenia: system typu hilbertowskiego (od nazwiska
Davida Hilberta), system naturalnej dedukeji oraz rachunek sekwentéw. Ostatnie dwa sys-
temy znajduja zastosowanie w pewnych dzialach sztucznej inteligencji oraz w systemach auto-
matycznego dowodzenia twierdzen.

5.1 System hilbertowski

Ponizszy system dowodzenia dotyczy formut zbudowanych przy uzyciu jedynie spéjnika —,
stalej L oraz zmiennych zdaniowych. Przypomnijmy, ze dla dowolnej formutly ¢, napis - jest
skrotem zapisu ¢ — 1. Symbole ¢, 1,9 w ponizszym systemie oznaczaja dowolne formuty.

Aksjomaty

(Al) ¢ — (¥ — ¢)
(A2) (¢ = (¥ = V) = ((p = ¥) = (¢ = V))
(A3) ~—p — ¢

Regula dowodzenia

MP P o=
(MP) %

Reguta (MP) jest nazywana regulq odrywania lub tez reguta modus ponens.

Dowodem w powyzszym systemie nazywamy taki ciag formul, w ktérym kazda formuta albo
jest aksjomatem, albo tez zostala otrzymana z wczesniej wystepujacych formut w wyniku
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zastosowania reguly odrywania. Powiemy, ze formula ¢ ma dowdd, lub jest twierdzeniem
systemu hilbertowskiego, co zapiszemy kg ¢, gdy istnieje dowdd zawierajacy ¢. Powyzsza
definicje mozemy nieco uogdlni¢. Niech A bedzie dowolnym zbiorem formut. Powiemy, ze
formuta ¢ ma dowdéd ze zbioru hipotez A (notacja A g ¢), gdy ¢ jest twierdzeniem systemu,
w ktérym zbiér aksjomatéw zostal poszerzony o formuly ze zbioru A.

Przykiad 5.1 Niech p bedzie zmienng zdaniowa. Pokazemy, ze formula p — p jest twierdze-
niem systemu hilbertowskiego. Ponizej podajemy dowdd dla tej formuly. W nawiasach po-
dajemy nazwe aksjomatu, jesli dana formula jest instancja tego aksjomatu, lub tez numery
formut z wczesniejszych krokéw dowodu, do ktérych jest stosowana regula odrywania.

L(p=(p—p)—p)—=((p—=@—p)—(—0p) (A2)
2.p—=((p—p) —p) (A1)

3.(p—=(@—p)—(@—p (1,2)

4. p—(p—p) (A1)

5. p—0p (3,4)

Zauwazmy, ze w powyzszym przykladzie mozemy wszedzie zastapi¢ zmienng p przez dowolna
formule ¢ dostajac dowdd formuty p — .

Nastepujace twierdzenie jest bardzo uzyteczne, gdy trzeba uzasadnié¢, ze jakas formula jest
twierdzeniem.

Twierdzenie 5.2 (o dedukcji) Dla dowolnego zbioru formut A oraz dowolnych formut ¢, ),
jesli AU{p} b, to A o — .

Dowdéd: Dowdd jest indukeyjny ze wzgledu na liczbe krokéw w dowodzie formuty ¢ ze
zbioru hipotez AU{¢}. Przypusémy najpierw, ze dowdd ten sklada sie tylko z jednego kroku.
Jesli ¢ = ¢, to stosujac wyprowadzenie z Przykladu 5.1 dostajemy dowdd formuly ¢ — ¢.
Mozemy oczywiscie przyjacé, ze formula ta jest wyprowadzona ze zbioru hipotez A. Druga
mozliwoéé jest taka, ze ¥ € A lub tez, ze 1 jest aksjomatem. W kazdym z tych przypadkéw
mamy A Fg . Wowczas stosujac regute odrywania do ¢ oraz aksjomatu ¢p — (¢ — 1)
dostajemy formule ¢ — 1.

Zalozmy teraz, ze ostatnim krokiem w wyprowadzeniu formuly v jest zastosowanie reguly
(MP) do formul ¢ — 1 oraz 9, dla pewnej formuly ¢. Z zalozenia indukcyjnego mamy
Atbrg o — (0 — ) oraz A Fg ¢ — 9. Stosujac regule odrywania do ¢ — (9 — )
oraz do aksjomatu (A2): (¢ — (¢ — ¥)) — ((¢ — V) — (¢ — ¢)) dostajemy formule
(¢ — ¥) — (¢ — 1). Ponownie stosujac regule odrywania do tej formuty oraz do ¢ — ¢
dostajemy zadana formute ¢ — 1. To koniczy dowdd twierdzenia o dedukcji. &

Twierdzenie 5.3 (o poprawnosci) Jesli A g ¢, to A = p. W szezegdlnosei, jesli - o,
to ¢ jest tautologiq.
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Dowdéd: Dowdd jest indukeyjny ze wzgledu na liczbe krokéw w wyprowadzeniu formuty ¢
w systemie hilbertowskim ze zbioru hipotez A. Jesli dowdd ten sktada sie tylko z jednego
kroku to albo ¢ € A albo ¢ jest aksjomatem. W obu przypadkach oczywiscie zachodzi A = .

Zalézmy teraz, ze ¢ jest otrzymana przez zastosowanie reguly odrywania do formut ¢y — ¢
oraz 1. 7 zalozenia indukcyjnego mamy

A= — @ oraz A = 1. (1)

Niech o bedzie dowolnym warto$ciowaniem spehiajacym wszystkie formuty z A. Na mocy (1),
warto$ciowanie g spelnia ¢ — ¢ oraz spelnia . Wynika stad, ze ¢ spelnia ¢. Tym samym
udowodnilismy, ze A |= . To koniczy dowod. &

Lemat 5.4 Dlia dowolnych formut ¢, zbudowanych przy uzyciu — oraz 1, nastepujace for-
muly sq twierdzeniami systemu hilbertowskiego.

1o = (= =(p = ¥));
2. 1L — p;

8. (=) = (g =) = P);

Dowéd: (1) Niech A = {¢,v — L,¢ — 1}. Stosujac regule odrywania do formul ¢
oraz ¢ — 1) dostajemy 1. Przez ponowne zastosowanie (MP) do tej formuty oraz do ¢p — L
otrzymujemy wyprowadzenie |. Tym samym pokazaliémy, ze A Fgy 1. Stosujac teraz trzy
razy twierdzenie o dedukcji dostajemy

Fa e = (v — 1) = ((p—y¢)— 1)),

czyli
Fr @ — (Y — (e — ).

(2) Poniewaz {L,-p} Fy L, wiec z twierdzenia o dedukcji wynika L Fpy ——¢. Stosujac
teraz (MP) do tej formuty oraz do aksjomatu (A3) w postaci ——p — ¢ otrzymujemy L bp .
Ponowne zastosowanie twierdzenia o dedukcji daje nam Fy L — .

(3) Niech A = {¢ — ¥,~¢ — ¥}. Zaczynamy od zbioru hipotez A U {¢, =)}. Stosujac
(MP) do formut ¢ oraz ¢ — 1 dostajemy 1. Ponowne zastosowanie (MP) do tej formuty oraz
do — daje nam 1. Uzywajac teraz twierdzenia o dedukcji do formuty | otrzymujemy

AU{~} e

Poniewaz mamy A U {-¢} Fg —¢ — 1, to stosujac (MP) otrzymujemy A U {-¢} kg 9.
Jeszcze raz uzywamy (MP) aby z =) i ¢ otrzymaé L i mamy

AU{9Y} kg L.
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Na mocy twierdzenia o dedukcji A kg ——1). Stosujac (MP) do formuty —=— oraz do aksjo-
matu ——p — Y otrzymujemy A kg . Dwukrotne zastosowanie twierdzenia o dedukcji daje
nam Fg (¢ — ) — ((-p — ) — ). To konczy dowdd lematu.

Powyzszy system mozna tatwo rozszerzy¢ do systemu dla formut opartych o pozostale spéjniki
logiczne. Wystarczy w tym celu dodaé¢ aksjomaty wyrazajace réwnowaznosci definiujace te
spéjniki.

Tak otrzymany system oznaczymy przez - pg+.

Twierdzenie 5.5 (o poprawnosci dla Fg+) Dia dowolnego zbioru formut A i dla dowol-
nej formuly ¢ w jezyku z V, N\, —, L, jesli A g+ ¢ to A = .

Dowdéd:  Wystarczy sprawdzié, ze aksjomaty (B1)—(B4) sa tautologiami. Konkluzja wynika
z Twierdzenia 5.3 o poprawnosci dla Fg. &

Lemat 5.6 Dia dowolnej formuly ¢ istnieje formula ¢ zbudowana przy uzyciu jedynie —
oraz L, taka Ze g+ ¢ — ¢ oraz bFg+ @ — .

Dowdéd: W danej formule ¢, zastapmy kazda podformute postaci ¢ A9 formula =(¢p — —19)
oraz kazda podformule postaci ¢ V ¢ formula —¢p — . Aksjomaty (B1)—(B4) méwia, ze
zastapione formuly sa réwnowazne. Tak wiec tatwo dostajemy g+ @ — @ oraz b+ @ — .
Szczegdlty dowodu pozostawimy Czytelnikowi. B

5.2 System naturalnej dedukcji

System naturalnej dedukcji (wprowadzony przez S. Jaskowskiego i G. Gentzena) operuje
wyrazeniami zwanymi sekwentami. Sa to wyrazenia postaci A F ¢, gdzie A jest pewnym
skoniczonym zbiorem formul, a ¢ jest formula. W odréznieniu od systemu hilbertowskiego,
w naturalnej dedukcji istotne sa reguty dowodzenia, a aksjomat jest bardzo prosty. Charak-
terystyczna cecha naturalnej dedukeji jest to, ze reguly dowodzenia (za wyjatkiem reguty (PS)
»przez sprzecznos$¢”) sa podzielone na grupy, po jednej dla kazdego spdjnika. W ramach jednej
takiej grupy mamy dwa rodzaje regul. Reguty wprowadzania méwia o tym w jakiej sytuacji
mozna wprowadzi¢ dany spdjnik na prawo od znaku F (tj. wywnioskowaé formule danego
ksztattu). Reguly eliminacji méwia o tym w jakiej sytuacji mozna ten spdjnik wyeliminowac,
tzn. jak mozna uzyé¢ formulty zbudowanej z jego pomoca do wyprowadzenia innej formuty.
Regule dowodzenia ,,przez sprzeczno$¢” mozna traktowaé jako ,silna” regute eliminacji L.
Pamietajmy, ze —¢ oznacza formule ¢ — 1.
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Ponizej bedziemy stosowaé¢ nastepujaca konwencje: Napis A, @1, ..., ¢, o0znacza zbiér A U
{¢1,...,¢n}, przy czym nie zakladamy tu, ze p; ¢ A.

Aksjomat
(AO) A,pbo

Reguly dowodzenia

(— -intro) m (= -elim) Aty _XZ)I— . Ak
(Acintro) 2 K . @F 0 (A-elim) W (A-elim) W
(i) 5o (v gl
(Veelim) 22V if;ﬂ Ap o

Zauwazmy, ze szczegdlnym przypadkiem reguly (—-intro) jest nastepujaca reguta, mozna ja
traktowad jak regule wprowadzenia negacji.

Aok L

A —p

Zauwazmy tez, ze szczegblnym przypadkiem reguly (—-elim) jest nastepujaca reguta, mozna
ja traktowaé jak regule eliminacji negacji.
AF L

O ile dowody w systemi hilbertowskim sa tradycyjnie definiowane jako ciagi, a wiec struktury
liniowe, to w systemie naturalnej dedukcji dowody sa drzewami. Pozwala to znacznie lepiej
wizualizowaé¢ zaleznodci pomiedzy przestankami i konkluzja stosowanych regut. Dowodem
sekwentu A F ¢ w systemie naturalnej dedukcji nazwiemy drzewo etykietowane sekwentami
tak, ze korzen ma etykiete A F ¢, liscie sg etykietowane wystapieniami aksjomatu oraz kazdy
wewnetrzny wierzchotek jest etykietowany sekwentem otrzymanym z etykiet potomkéw tego
wierzcholka przy zastosowaniu jednej z regul. Piszemy A Fy ¢, gdy sekwent A F ¢ ma
dowdd w systemie naturalnej dedukcji. Gdy A = (), to méwimy tez, ze ¢ jest twierdzeniem
systemu naturalnej dedukcji i zapisujemy to przez b . Jesdli A jest zbiorem nieskoriczonym,
to A By ¢ oznacza, ze istnieje dowdd sekwentu Ag b ¢, dla pewnego skonczonego Ag C A.

Ponizej podajemy kilka przyktadéow dowodéw w systemie naturalnej dedukeji.
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Przyklad 5.7
e Pokazemy Fy p — p.
pEp ,
——— (— -intro)
Fp—p
e Pokazemy Fy p — (¢ — p).
p,q-p
pFq—p
Fp—(q—p)

(— -intro)

(— -intro)

e Pokazemy Fy ——p — p.

- (— -elim)
-Tp,prp
—— (P9)

(— -intro)

Twierdzenie 5.8 Dla dowolnego sekwentu A F ¢ mamy nastepujocq réwnowainosé:

AFyn ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy A Fg+ @.

Dowdéd: Aby pokazaé, ze kazdy dowdd w = daje sie przerobié¢ na dowdd w g+ wystarczy
sprawdzié, ze kazda z regut systemu naturalnej dedukcji jest dopuszczalna w H™. Tzn. wystar-
czy sprawdzi¢, ze jesli mamy dowody przestanek w g+, to mozemy udowodnié¢ konkluzje.
Zauwazmy, ze wyprowadzalno$é reguty(—-intro) jest konsekwencja twierdzenia o dedukcji,
natomiast reguta (—-elim) jest reguta (MP). Przyktadowo pokazemy wyprowadzenie (V-elim)
oraz (PS) w HT, pozostawiajac Czytelnikowi wyprowadzenie pozostatych regut.

Zalézmy, ze mamy w H™ dowody nastepujacych sekwentéw: A+ o V), A,p F 9 oraz
A, F 9. Woéwcezas, stosujac aksjomat (B2) i regule (MP) mamy A Fg+ —¢ — . Za-
tem A,—¢ Fgp+ 9 i poniewaz A Fp+ ¥ — ¢ to réwniez A, —-p Fgy+ Y — 9. Stad
A, —p Fg+ ¥, Stosujac twierdzenie o dedukcji dostajemy A Fgx+ —p — . Skoro mamy
réwniez 0 b+ ¢ — 9, to na mocy Lematu 5.4(3) otrzymujemy A b+ 0.

Dla wyprowadzenia (PS) zalézmy, ze A,—¢ Fy+ L. Z twierdzenia o dedukcji dostajemy
A F g+ —. Tak wiec z (A3) i (MP) dostajemy A b+ .

Dla pokazania implikacji odwrotnej wystarczy pokazaé, ze wszystkie aksjomaty systemu H ™
sa twierdzeniami systemu naturalnej dedukcji. Wyprowadzenia (Al) i (A3) w ND zostaly
podane w Przyktadzie 5.7. Przykladowo pokazemy wyprowadzenia (A2) i (Bl). Zaczniemy
od wyprowadzenia (A2). Niech A = {p — (¢ — 9), ¢ — ¢, p}. Mamy nastepujacy dowdd:

AFp— (=) AF o Ao —a AF o
(— -elim) (— -elim)
AFp—9 AFY

AN V)

(— -elim)
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Stosujac trzy razy (— -intro) do sekwentu A F ¢ dostajemy wyprowadzenie aksjomatu (A2).

Nastepnie pokazemy dowd6d (B1) w ND. Zaczniemy od wyprowadzenia —(¢ — —)) F ¢, gdzie

A,@,?ﬁl__\g@ Aa%?/f'_@

(— -elim)

At L

——— (— -intro)

Aoty
——— (— -intro)
Abp— At (e — ) .

(— -elim)
AF L
(PS)
—(p =)o

Nastepnie wyprowadzimy sekwent —(p — —)) 1. Niech A = {=(p — =), )}

Aok
——— (— -intro)
AFp— 9 AF (e — =) .
(— -elim)
A1
(PS)
—(p — ) =

Majac wyprowadzone sekwenty —(¢ — —t)) F ¢ oraz =(¢ — —) F ¢ mozemy zakonczy¢
dowdd (B1).
(=) kg (o= ) o
(o= ) FeAY ,
(— -intro)
F (e = ) = (@ AY) "

(A-intro)

5.3 Rachunek sekwentow

Dla przedstawienia rachunku sekwentow rozszerzymy nieco pojecie sekwentu. Przez sekwent
bedziemy teraz rozumie¢ napis A F I', gdzie A oraz I' s skonczonymi zbiorami formut.
Intuicyjnie, wyprowadzalno$é sekwentu A = I' w rachunku sekwentéw bedzie oznaczaé, ze
alternatywa formut z I' wynika z hipotez A.

Podobnie jak w poprzedniej czesci, rozwazamy formuty, zbudowane w oparciu o spdjniki
—,V, A oraz stalg zdaniowa L. Negacje — traktujemy jako spdjnik zdefiniowany przez — i L.

Charakterystyczng cecha rachunku sekwentow jest specyficzna postaé¢ regul. Reguly w tym
systemie naturalnie dzielg si¢ na dwie grupy: jedna grupa regut opisuje sytuacje kiedy mozemy
wprowadzi¢ dany spdjnik na lewo od znaku -, a druga grupa jest odpowiedzialna za wpro-
wadzanie spéjnika na prawo od F. Dla kazdego spéjnika mamy odpowiadajaca pare regutl.
Aksjomat (A L) mozna traktowaé jako regule (bez przestanek) wprowadzenia | z lewej strony
znaku .

Przypomnijmy, ze napis A, ¢1,. .., @, oznacza zbiér AU {p1,...,¢n}.
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Aksjomaty
(A00) A,pET,p
(AL) A, LFT

Reguly dowodzenia

ooy AT AwrT e prawa) De L0

— — - R

ewa Agp—yFT PIW& AFT, 0 — o
Ao,y T AFT ¢ AFT,

1 bl o N

(A-lewa) AoAdFT (A-prawa) AFT.ond
ApkT AyYET AFT @,

(Volewa) —— =0T T (Veprawa) 55200

Dowodem sekwentu A F I', tak jak poprzednio, nazywamy drzewo etykietowane sekwentami
tak, ze korzen jest etykietowany przez A b I', licie sa etykietowane aksjomatami oraz wierz-
chotki wewnetrzne sa etykietowane sekwentami otrzymanymi poprawnie przez zastosowanie
regul dowodzenia. Jesli istnieje dowdd sekwentu A F I' w rachunku sekwentéw to zapisujemy
to tak: A Fg I'. (Litera G pochodzi od nazwiska twércy tego systemu, G. Gentzena.) Piszemy
tez A kg ¢, gdy A jest nieskoniczony, ale A g ¢ dla pewnego skoriczonego Ag C A.

Zauwazmy, ze jesli mamy sekwent A - I', ¢ to stosujac aksjomat (A_L), a nastepnie (—-lewa)
dostajemy sekwent A, - F I'. Zatem natepujaca regula jest dopuszczalna w systemie Fg
(tj. jesli dodamy ja do systemu, to zbidr wyprowadzalnych sekwentéw nie ulegnie zmianie):

AFT, e

—1 = F
(Plewa) 1%

Ponadto zauwazmy, ze jesli mamy dowdd sekwentu A + T, to dla kazdej formuty ¢ mozemy
ja dodaé¢ do prawej strony kazdego sekwentu w tym dowodzie i otrzymamy dowdd sekwentu
A F T'p. Latwy dowdd indukcyjny pozostawiamy Czytelnikowi (Cwiczenie 12). W szcze-
gblnosci, jesli mamy udowodniony sekwent A, F I', to mozemy tez udowodni¢ sekwent
A,p F I', L. Stosujac do niego regule (—-prawa) otrzymujemy sekwent A F I', ~¢. Tym
samym pokazalidémy, ze nastepujaca reguta jest dopuszczalna w systemie F¢:

ApET

(ﬂ—prawa) m

Twierdzenie 5.9 Dla kazdych A i o mamy nastepujaca réwnowainosé

AFq o wtedy i tylko wtedy, gdy A g+ .

Powyzsze twierdzenie pozostawimy bez dowodu. Latwo jest ,,przettumaczy¢” kazde wyprowa-
dzenie w systemie g na dowéd w stylu Hilberta. Dla dowodu implikacji odwrotnej rozszerza
sie system kg przez dodanie nowej reguly zwanej cieciem.

A,pkHT AF T

(ciecie) AET
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Niech Fgc oznacza system gentzenowski z cieciem. Bez trudu mozna pokazaé, ze regula
odrywania jest dopuszczalna w Fgo. Zatem, korzystajac z twierdzenia o pelosci dla sys-
temu hilbertowskiego, tatwo pokazujemy, ze kazda tautologia jest twierdzeniem systemu Fgc.
Gléwna trudnosé¢ w dowodzie Twierdzenia 5.9 polega na udowodnieniu nastepujacego twier-
dzenia o eliminacyi ciecia. Twierdzenie to podajemy bez dowodu.

Twierdzenie 5.10 (o eliminacji ciecia) Jesli Atge T, to Abg T.

Gléwna zaleta dowodéw w rachunku sekwentéw (bez ciecia) wynika z nastepujacej wtasnosci
podformut: wszystkie formuly wystepujace w przestance dowolnej reguly sa podformutami
formut wystepujacych w konkluzji. Zatem np. w dowodzie sekwentu F ¢ mamy do czynienia
tylko z podformutami formuty . Dla danej formuly ¢, tatwiej wiec znalezé dowéd w sensie
Gentzena niz np. dowdd w sensie Hilberta. Dlatego systemy zblizone do rachunku sekwentow
znajduja zastosowanie w automatycznym dowodzeniu twierdzen. Pokazemy to na przykladzie.

Przyklad 5.11

1. Poszukamy dowodu sekwentu - ——¢ — ¢ w Fg. Poniewaz najbardziej zewnetrznym
spojnikiem w rozwazanej formule jest —, to ostatnia reguta w poszukiwanym dowodzie
musiala byé¢ regula (—-prawa). Zatem wystarczy znalezé dowdd sekwentu ——¢ F .
Najbardziej zewnetrznym spdjnikiem formuly po lewej stronie jest —, a zatem na mocy
reguly (—-lewa) wystarczy udowodni¢ sekwent - ¢, —~¢. Podobnie, na mocy reguty
(—-prawa), wystarczy udowodnié¢ sekwent ¢ F ¢, a on przeciez jest aksjomatem.

2. Jedli zastosujemy powyzsza procedure do formuly, ktora nie jest tautologia, to dosta-
niemy wskazéwke na to gdzie nalezy szukaé¢ wartosciowania falsyfikujacego te formute.
(Wartosciowanie falsyfikujace sekwent A F T' to takie, ktére spelia wszystkie formuty
z A oraz falsyfikuje wszystkie formuly z I'.) Dla zilustrowania tej tezy wezmy bardzo
prosty sekwent - p — q. Postepujac podobnie jak porzednio dochodzimy do sekwentu
p g, ktéry nie jest aksjomatem, i ktorego nie mozemy juz dalej roztozyé¢. Jako wartos-
ciowanie falsyfikujace wystarczy wziaé wartoéciowanie spelniajace p i falsyfikujace q.

7 wlasnoéci podformut wynika tez wlasnosé konserwatywnos$ci systemu nad swoimi fragmen-
tami: jesli formuta, w ktérej nie wystepuje jaki$ spdjnik jest tautologia, to jej wyprowadzenie
nie wymaga regul zwiazanych z tym spéjnikiem.

Cwiczenia

1. Niech Fp, oznacza system dowodzenia otrzymany z systemu b przez zamiane aksjomatu (A3)
na nastepujacy aksjomat:
(A3) (mp = =¢) = (- = ¥) — o).
Dowiesé, ze obydwa systemy sa réwnowazne, tzn., ze dla dowolnego sekwentu A F ¢, zachodzi
A b wtedy 1 tylko wtedy, gdy A Fm, .
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10.

11.

12.

13.

Niech Fp, oznacza system dowodzenia otrzymany z systemu by przez zamiane aksjomatu (A3)
na nastepujacy aksjomat:

(A3") (mp = =) = (b — ).
Dowiesé, ze obydwa systemy sa réwnowazne, tzn., ze dla dowolnego sekwentu A F ¢, zachodzi
A b wtedy 1 tylko wtedy, gdy A Fm, ¢

Dowiesé, ze aksjomatu (A3) nie da sie wyprowadzi¢ z aksjomatéw (A0-2) przy pomocy reguly
odrywania.

Dowiesé g —p — (p — q) uzywajac twierdzenia o dedukeji oraz bez uzycia tego twierdzenia.
Pokazaé, ze w systemie -z dopuszczalna jest nastepujaca reguta:
o= —p
s

tzn. pokazaé, ze jesli A by ¢ — 9 oraz A Fgy —), to réwniez mamy A Fy —p.

. Dowiesé, ze dla kazdej formuly ¢, nie bedacej tautologia, istnieje maksymalny zbiér formut A

(nad dana sygnatura) o tej wlasnosci, ze A gy ¢
Kazdy z ponizszych sekwentow wyprowadzi¢ w systemie Fy+, Fn, Fa.
(a) FL—p;

(b
(c
(d
(e
(f
(g

p—q¢q—rkp—m
(=p — p) — p;
p,pk g
p—(@—r)Fqg—(p—r)
(=p — =q) — (¢ — p);
~(pAg) = (=pV ).

Dowiesé, ze jesli A Fy ¢, to dla dowolnej formuly v zachodzi A, ¢ Fn .

)
) F
)
)
) F
) F

Dowiesé, ze jesli Ay L, to dla dowolnej formuly ¢ zachodzi A Fy .

Dla kazdego z syteméw b+, Fn, Fg dowiesé, ze jesli sekwent A F ¢ jest wyprowadzalny w tym
systemie oraz S jest podstawieniem formul na zmienne zdaniowe, to sekwent S(A) F S(p)
powstajacy w wyniku podstawienia jest tez wyprowadzalny w tym systemie.

Udowodnié, ze w rachunku sekwentéw zamiana reguly (V-prawa) na dwie reguty:
AFT AFT Y
AFT, oV AFT, oV
daje w wyniku réwnowazny system dowodzenia (wyprowadzalne sa te same sekwenty).
Udowodnié, ze nastepujace reguly ostabiania sa dopuszczalne w rachunku sekwentow:
AFT AFT
ApkT AFET o
Wyprowadzi¢ w rachunku sekwentow:

(a) FpV-p;
() F((p—q) —p) —p

Czy mozna to zrobié¢ uzywajac tylko sekwentéw postaci A - ¢ (z jedna formula po prawej)?
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6 Pelnosé rachunku zdan

Zagadnienie petnosci systeméw formalnych jest jednym z centralnych problemoéw logiki. O ile
poprawnosé¢ systemu formalnego (zwana tez adekwatnoscia) oznacza, ze wszystkie twierdze-
nia systemu sg prawdziwe wzgledem przyjetej semantyki, to petnosé jest wlasnoscia méwiaca,
o tym, ze kazda formula prawdziwa daje sie udowodni¢ w systemie. Jest wiele réznych
dowodow twierdzenia o pelnosci dla rachunku zdan. My podamy elegancki dowdd pochodzacy
od L. Kalméara. Dla udowodnienia nieco silniejszej wersji twierdzenia o petosci (Twierdze-
nie 6.7) wykorzystamy silne i bardzo pozyteczne Twierdzenie 6.5 zwane twierdzeniem o zwar-
tosci.

Lemat 6.1 (Kalmar) Niech ¢ bedzie formutq zbudowang przy uZyciu — oraz L, o zmien-
nych zawartych w zbiorze {qi,...qn} @ niech o : ZZ — {0,1} bedzie dowolnym wartos-
ciowaniem. Dla i =1,...,n definiujemy formuty:

) { g jesli o(q;) =1,
q; = ) o N —
—q;  jesli o(q;) = 0.

Niech ¢ bedzie formula identyczna z ¢, jesli = ¢[o], w przeciwnym razie niech ¢’ oznacza
formute —p. Wowczas

{ar,. . an}FE ¢

Dowdd: Dowdd jest prowadzony przez indukcje ze wzgledu na budowe formuty ¢. Jesli ¢
jest zmienna ¢; to ¢’ = ¢/. Zatem trywialnie zachodzi {q},...,q,} ¢

Jesli o jest stala L, to ¢ = =L i oczywiscie dla dowolnego wyboru ¢f, ..., ¢, zachodzi

{d),-- - q,} b —L.

Zalézmy teraz, ze @ jest postaci ¢ — 9 i rozwazmy nastepujace przypadki.

(A) I~ ¢lal-

Wéwezas ¢ = ¢ oraz ¢ = —). Z zalozenia indukcyjnego mamy {qi,...,q,} by —¢. Zatem
{¢},-..,4,},¥ Fu L. Z Lematu 5.4(2) mamy {q},...,q,},¥ bg L — 9. Zatem, stosujac
(MP) dostajemy {q},...,q,},% Fm O iz twierdzenia o dedukcji

{dv - dn} b — 0.

(B) = 9l
Woéwcezas ¢’ = @, oraz ' = 9. Z zalozenia indukcyjnego mamy {q},...,q,} Fg . Zatem
{d¢},...,4,},¥ Fu ¥iz twierdzenia o dedukeji dostajemy

{di, ot b —0.

(C) = ¢lo] oraz |~ J]o].

Wéwezas ¢ = —p. ¢ = 1) oraz ¥ = —1). Z zalozenia indukcyjnego mamy

{QL s aqz,} }_H w oraz {qaa cee 7q;1} l_H —J.

45



Z Lematu 5.4(1) mamy
{a1,-- - an} P — (29 = =(¢ — 9)).
Stosujac teraz dwukrotnie (MP) dostajemy
{a1,- - an} P = (¢ — 9).

To konczy dowdd lematu. 1

Lemat 6.2 Dla dowolnego zbioru formut A i dla dowolnych formut ¢ i, jesli A, o b ¥
oraz A, —p g, to A .

Dowéd:  Jesli A, ¢ by 9 to na mocy twierdzenia o dedukeji mamy A Fgy ¢ — 1. Podob-
nie dostajemy A kg —¢ — 1. Stosujac Lemat 5.4(3), oraz dwukrotnie regule odrywania
dostajemy Aty . &

Lemat Kalméra odgrywa kluczowsa role w dowodzie ponizszego twierdzenia o pelmosci.

Twierdzenie 6.3 (o pelnosci dla ) Jesli ¢ jest tautologia zbudowana przy uzyciu —
oraz 1, to kg .

Dowéd:  Zalézmy, ze ¢ jest tautologia. Niech {qi,...,q,} beda wszystkimi zmiennymi
wystepujacymi w ¢. Dla dowolnej liczby 0 < m < n nazwiemy m-zbiorem kazdy zbiér formut
{4, .,4d,}, gdzie ¢} jest albo ¢; lub —¢;. Zauwazmy, ze 0-zbidr jest pusty.

Udowodnimy nastepujaca wlasnosé: dla kazdego m spetniajacego 0 < m < n,

jesli A jest m-zbiorem, to A Fpy ¢. (2)

Zauwazmy, ze biorac m = 0 w (2) dostajemy teze twierdzenia. Dowdd (2) przeprowadzimy
przez indukcje ze wzgledu na m w zbiorze {0,...,n} uporzadkowanym relacja <~!. Dla
m = n wlasno$é (2) wynika z Lematu 6.1 oraz z faktu, ze ¢ jest tautologia. Zalézmy, ze (2)
zachodzi dla pewnego 0 < m < n i niech A bedzie dowolnym (m — 1)-zbiorem. Z zalozenia
indukcyjnego dostajemy

Aa qm I_.H 2
oraz
A —qgm e
Zatem na mocy Lematu 6.2 dostajemy
A l_H ®.

To koniczy dowéd (2) i tym samym dowdd twierdzenia o petnosci. 1

Korzystajac z Lematu 5.6 natychmiast dostajemy twierdzenie o peinosci dla systemu g+
ze wszystkimi spéjnikami zdaniowymi.
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Twierdzenie 6.4 (o pelnosci dla Fy+) Jesli ¢ jest tautologia, to &+ .

Dowdéd:  Poniewaz b+ ¢ — @, wiec z twierdzenia o poprawnosci wynika, ze = ¢ — @.
A zatem ¢ jest tautologia. Z twierdzenia o pelnosci dla systemu g dostajemy Fg ¢. Stad
b+ @ 1 poniewaz b+ @ — ¢ (por. Lemat 5.6) wiec stosujac (MP) dostajemy b+ @ R

6.1 Elementy teorii modeli

Powiemy, ze zbiér formul A jest spelnialny gdy istnieje wartosciowanie o : ZZ — {0,1}
speliajace wszystkie formuly ze zbioru A.

Twierdzenie 6.5 (o zwartosci) Zbior formut A jest spetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy skonczony podzbidr zbioru A jest spelnialny.

Dowdéd: Powiemy, ze zbidr A jest skoriczenie spetnialny, gdy kazdy skonczony podzbidr
zbioru A jest spelialny.

Szkic dowodu twierdzenia o zwartosci wyglada nastepujaco. Bez zmniejszenia ogdlnosci
mozemy przyjac, ze wszystkie rozwazane formuly sa zbudowane przy uzyciu jedynie spojnikéw
— oraz L. Uzywajac lematu Kuratowskiego-Zorna pokazujemy najpierw, ze istnieje maksy-
malny skonczenie spelialny zbidér formul I" zawierajacy A. Oczywiscie mamy

1L ¢T. (3)
Ponadto, dla dowolnej formuly ¢ mamy
jesli o € T, to —mp € T, (4)

Istotnie, jesli ¢ oraz —¢ nie naleza do I', to istnieja skoniczone zbiory X, Y C T, takie ze XU{¢p}
oraz Y U{—¢} nie sa spelialne. Wynika stad, ze zbiory wartosciowan spemiajacych X oraz Y
sa roztaczne. Tak wiec X UY nie jest spelialny, a otrzymana sprzecznosé dowodzi (4).

Zatem dla dowolnych formut ¢, 9,
(p— ) el wtedy itylko wtedy, gdy @ €T lub ¢ €T. (5)

Rzeczywiscie, jesli (¢ — 1) 1 ¢ naleza do I" oraz ¢ ¢ T, to =9 € T" na mocy (4). Wowczas
niespetialny zbiér {(¢ — ), ¢, 1} jest podzbiorem I', co dowodzi implikacji z lewej do
prawej w (5). Na odwrét, jedli (¢ — ) € T', to na mocy (4) mamy —(¢ — ) € I'. Jedli
teraz 1) € I', to niespetialny zbiér {—(p — 1), 9} jest podzbiorem I'. Podobnie, jesli ¢ & T,
to ~p € T, wiec {=(¢ — ¥),¢} CT, co koniczy dowdd (5).

Teraz mozemy zdefiniowaé¢ wartosciowanie ¢ : ZZ — {0,1} tak, ze dla dowolnej zmiennej
p € ZZ warunki o(p) = 11 p € T' sa réwnowazne. Z nastepujacej wlasnosci wynika, ze o
spetia wszystkie formuty ze zbioru I', a zatem A jest zbiorem spetialnym.
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Dla dowolnej formuly ¢,
= ¢lo]  wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ €T (6)

Dowdéd (6) przeprowadzamy przez indukcje ze wzgledu na budowe formuty ¢. Wlasnosci (3)
uzywamy w przypadku gdy ¢ jest L, a wlasnosci (5) w przypadku, gdy zewnetrznym spdjni-
kiem ¢ jest —. H

Przykilad 6.6 Podamy przyklad zastosowania twierdzenia o zwartosci. Pokazemy, ze jesli
nieskoniczonej mapy (o przeliczalnej liczbie krajéw) nie da sie pokolorowaé¢ przy pomocy k
koloréw, to istnieje skonczony fragment tej mapy, ktérego tez nie da sie pokolorowac przy po-
mocy k koloréw. Niech I bedzie zbiorem krajéw tej mapy. Rozwazmy zmienne zdaniowe p; ;,
gdzie © € I oraz j < k. Warto$ciowania beda odpowiada¢ kolorowaniom mapy. Intencja,
jest to aby wartoSciowanie przypisywalo zmiennej p; ; wartos¢ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
kraj ¢ ma na mapie kolor j. Ponizsze formuly przedstawiaja podstawowe warunki dotyczace
kolorowania.

Kazdy kraj ma jakis kolor: dla kazdego i € I wyraza to formuta

PioVDi1V...VDir_1.

Kazdy kraj ma co najwyzej jeden kolor: dla kazdego i € I, oraz kazdych i,7 < k, jesli j # j
to mamy formule
=(pij A pig)-

Kazde dwa sasiadujace kraje maja rézne kolory: dla ,7 € I takich, ze i oraz i’ sasiaduja oraz
dla kazdego j < k rozwazmy formute

—(pij A\ pirj)-

Niech A bedzie zbiorem wszystkich formut przedstawionych wyzej. Latwo jest zauwazy¢, ze A
jest spelialny wtedy i tylko wtedy, gdy mape da sie pokolorowaé¢ k kolorami. Zatem jesli
mapy nie da sie pokolorowaé k kolorami to A nie jest spelialny i z twierdzenia o zwartosci
wynika, ze istnieje skonczony podzbidr Ag, ktéry nie jest spelnialny. Wéwczas fragmentu
mapy zawierajacego kraje wymienione w indeksach zmiennych wystepujacych w formutach
z Ag nie da sie pokolorowaé przy pomocy k koloréw.

Jako wniosek z twierdzenia o zwartosci otrzymujemy nastepujace wzmocnienie twierdzenia
o pemosci (por. Twierdzenie 6.4).

Twierdzenie 6.7 (,,Silne” twierdzenie o pelnosci) Dla dowolnego zbioru formut A oraz
dowolnej formuly v, jesli o jest semantyczng konsekwencja zbioru A, to A Fg+ .

Dowéd:  Jedli A = ¢ to zbiér AU{—¢p} nie jest spelnialny. Na mocy twierdzenia o zwartosci
istnieje skoriczony podzbiér Ay C A taki, ze Ag U {—¢} nie jest spelialny. Zatem Ag |= .
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Tak wiec jesli Ag = {¢1,...,%n} to oczywiscie formula 1 — (Y2 — -+ — (Y, — ) -+ jest
tautologia. Z twierdzenia o pelosci wnioskujemy, ze Fy+ Y1 — (Y2 — -+ — (Y, — @) - -+).
Stosujac n razy (MP) do powyzszej formuty dostajemy

AQ FHJF @.

Tak wiec A Fg+ @, co koniczy dowdd twierdzenia. 1

Powiemy, ze zbiér formut A jest sprzeczny, gdy A gy L. Zbidr, ktéry nie jest sprzeczny
nazwiemy niesprzecznym. Oto nieco inne sformulowanie ,silnego” twierdzenia o petosci:

Twierdzenie 6.8 Zbior formul jest spetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy jest niesprzeczny.

Dowdéd: Zauwazmy, ze zbiér A jest spelialny wtedy i tylko wtedy, gdy A = L. A zatem
teza wynika z Twierdzen 5.5 1 6.7, jesli przyjmiemy o = 1. 1

A oto twierdzenie o pelnosci dla rachunku sekwentéw i naturalnej dedukcji.

Whniosek 6.9 Jesli A = ¢ to Abg ¢ oraz Ay .

Dowéd:  Natychmiast z Twierdzen 5.8, 5.916.7. &

Cwiczenia
1. Dowiesé, ze ,silne” twierdzenie o pelmosci (Twierdzenie 6.7) pociaga twierdzenie o zwartosci.

2. Udowodnié, ze jesli w systemie 4 zamienimy aksjomaty (B1-B4) na aksjomaty

(D1) ¢ — @V
(D2) ¥ — oV
(D3) (p—=NA W =) = (pV—I);
(C1) o AY — ¢
(C2) o NP — P
(C3) (V=) AW =) — (9= @A)

to twierdzenie o pelnosci pozostanie prawdziwe.

3. Dany jest nieskonczony zbior chlopcéw, z ktorych kazdy ma skonczong liczbe narzeczonych.
Ponadto dla kazdego k € N, dowolnych k chlopcéw ma co najmniej k narzeczonych. Dowiesé,
ze kazdy chlopiec moze sie ozeni¢ z jedna ze swoich narzeczonych bez popekienia bigamii.
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7 Pelnos$¢ rachunku predykatow

7.1 Hilbertowski system dowodzenia

Ponizszy system dowodzenia dotyczy formut pierwszego rzedu nad ustalona sygnatura X,
zbudowanych w oparciu o spéjniki —, L oraz kwantyfikator V. Przypomnijmy, ze = oznacza
formute ¢ — L.

Przez generalizacje formuly ¢ bedziemy rozumieé¢ dowolna formute postaci Vay ... Va, ¢, gdzie
Z1,...%y sa dowolnymi zmiennymi.
Aksjomaty

Dowolne generalizacje formut postaci:

1T =Yy — (1'2 =Yy — - = (.Tn = Yn — f(xlv"'axn) = f(y1>7yn)))> dla

(A9) 21 =1 — (w2 = y2 — -+ = (@0 = Yo = (r(@1,-.20) = (Y1, -,0n))) ), dla

Reguly dowodzenia

o — P

%
(MP) m

Pojecie dowodu formalnego w powyzszym systemie definiuje sie doktadnie tak samo jak
w przypadku rachunku zdan (por. Rozdzial 5). Piszemy tez A g ¢, gdy istnieje dowdd
formuty ¢ ze zbioru hipotez A. Sam system, podobnie jak w przypadku rachunku zdan,
bedziemy oznaczaé¢ przez . Nie powinno prowadzi¢ to do niejednoznacznodci. Zwrdémy
uwage, ze system Fp zalezy od sygnatury Y. Tak wiec mamy rézne systemy dla réznych
sygnatur. Pojecie niesprzecznego zbioru formut definiuje sie tak samo jak w rachunku zdan.

Przyklad 7.1 Pokazemy gléwne kroki dowodu formuly (x =y — y = x).

L Vo VooV Vya (o1 = y1 — (2 =y2 — (1 =22 > y1 = 12)))  (A9)
2.z=y—(z=rx—(r=2—y=10)) na mocy (A6) oraz (MP)
rz=x—(r=y—(r=x—>y=21a)) z (2), jest to instancja tautologii zdaniowe;

4. z=x (AT)
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S.x=y—(x=x—>y=nu1x) (MP(4,3))

6. x=z—(r=y—y=nu) z (5), jest to instancja tautologii zdaniowej
7. z=x (AT)

.x=y—y=ux (MP(7,6))

Twierdzenie 7.2 (o dedukcji) Dla dowolnego zbioru formut A oraz dowolnych formut ¢, ),
jesli Ao b, to Ag o — 2.

Dowéd: Dowdéd tego twierdzenia jest dokladnie taki sam jak analogicznego twierdzenia
dla rachunku zdan (por. Twierdzenie 5.2). &

Natepujace twierdzenie mowi, ze wybdr nazwy zmiennej zwiazanej nie ma wplywu na dowodli-
wosé formuly. Jest to tzw. wlasno$é a-konwersji.

Twierdzenie 7.3 (o a-konwersji) Jesli A by Ve oraz zmienna y ¢ FV (Vx ) jest do-
puszczalna dla x w ), to A g Yyi(y/z).

Dowéd:  Poniewaz y ¢ FV(Vz 1), to na mocy (A5) mamy
A g Vo) — YyVa . (7)
Z drugiej strony mamy nastepujaca wersje aksjomatu (A6)

At Vy (Ve — ¢(y/x)),

co lacznie z aksjomatem (A4) daje

At Vyvey — Vyi(y/z). (8)

Tak wiec, zaktadajac A kg Va4 i stosujac (MP) do (7), a nastepnie do (8) dostajemy

co koriczy dowéd. B

Podamy jeszcze jedno uzyteczne twierdzenie. Moéwi ono, ze tzw. requla generalizacji jest
dopuszczalna w systemie Fg. Niech

FV(A) = J{FV(p) | p € A}.

Twierdzenie 7.4 (o generalizacji) Jesli zachodzi A b ¢, to dla dowolnej zmiennej x,
takiej ze x ¢ FV(A), mamy A kg Vx .
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Dowdéd:  Dowodzimy twierdzenie przez indukcje ze wzgledu na liczbe krokéw w dowodzie
formuty ¢ ze zbioru hipotez A. Jesli ¢ jest jednym z aksjomatéow (A1-9), to dowolna gene-
ralizacja tej formuty jest tez aksjomatem, wiec teza zachodzi. Aby pokazaé A kg Vz o, dla
formuty ¢ € A uzywamy aksjomatu (A5) i reguty (MP).

Jedli ostatnim krokiem w dowodzie bylo zastosowanie (MP), to dla pewnej formutly ¢ mamy
AFpg 1 — @ oraz A g 1 w mniejszej liczbie krokéw. 7 zalozenia indukcyjnego otrzymu-
jemy A by V(¢ — @) oraz A by Vzi. Zatem stosujac (MP) do Vz (vp — ) oraz do
instancji Vo (¢ — ¢) — (Vo — Vzp) aksjomatu (A4) otrzymujemy Vziy — Vre. Ponowne
zastosowanie (MP) do tej formuty oraz do Vx ¢ daje nam Vz . 1

Powiemy, ze formula ¢ jest konsekwencja semantyczna zbioru formut A (i napiszemy A = @),
gdy dla kazdej struktury 20 i dla kazdego wartosciowania ¢ w 2 speliajacego wszystkie for-
muly ze zbioru A, mamy (2,0) E ¢. Zwréémy uwage, ze jesli A jest zbiorem zdar, to
powyzsza definicja jest réwnowazna nastepujacej wlasnosci: kazdy model dla A jest modelem
dla ¢. W ogélnym przypadku, gdy formuty z A moga zawiera¢ zmienne wolne, powyzsze dwie
definicje nie sg réwnowazne. Na przyklad, jesli f jest symbolem operacji jednoargumentowej,
tox =y - f(z2) = z, ale kazdy model dla = y (czyli jednoelementowy) jest modelem dla

f(z) ==

Twierdzenie 7.5 (o poprawnosci)
Dla dowolnego zbioru formut A i formuly @, jesli A g ¢, to A | .

Dowdéd: Dowdd przeprowadzamy przez indukcje ze wzgledu na liczbe krokéw w dowodzie
formuty ¢ ze zbioru hipotez A. Jedli ¢ € A, to oczywiscie mamy A = ¢. Sprawdzamy, ze
jesli p jest dowolna generalizacja jednego z aksjomatéw (A1-9), to zachodzi = ¢. Oczywiscie
reguta (MP) zachowuje relacje semantycznej konsekwencji, tzn. jesli A =@ i A = ¢ — 1), to
AEY. 1

Twierdzenie o poprawnosci moze by¢ uzyte do pokazania, ze pewne wynikania nie dajg sie
wyprowadzi¢ w systemie Fp. Przykladowo, zobaczmy, ze © = y /g Vx (x = y). Istotnie,
biorac dwuelementowa strukture 2 oraz wartosciowanie, ktore ,skleja” wartosci zmiennych x
oraz y, dostajemy x = y £ Va (r = y). Zatem z twierdzenia o poprawnosci wnioskujemy,
ze x =y /g Vo (x = y). Jest to réwniez przyktad na to, ze system -y nie jest zamkniety
ze wzgledu na dowolne generalizacje, tzn. zalozenie z ¢ FV(A) w twierdzeniu o generalizacji
jest istotne.

Zachodzi réwniez odwrotne twierdzenie do Twierdzenia 7.5. Dowdd tego twierdzenia jest
celem niniejszego rozdziahu.

System formalny dla formut zawierajacych pozostate spéjniki: A, V i kwantyfikator egzysten-
cjalny otrzymuje sie z g przez dodanie aksjomatéw charakteryzujacych te symbole:

(B1) oAt — =(p — —1p)
(B2) =(p— ) =AY
(B3) Vi — (- — 1)
(B4) (mp =) = oV
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(B5) Jxp — =V -y
(B6) —Vx—¢ — 3z

Gléwnym narzedziem w dowodzie ,silnego” twierdzenia o pelnosci bedzie tzw. twierdzenie
o0 1stnieniu modelu. Metoda dowodu tego twierdzenia polega na budowaniu modelu ze statych.
Zaproponowat ja L. Henkin.

Najpierw wprowadzimy nastepujaca definicje. Niech I' bedzie zbiorem zdan pierwszego rzedu
nad sygnatura > oraz niech C' C ¥ bedzie pewnym zbiorem stalych. Powiemy, ze I' jest
zbiorem C-nasyconym, gdy I' jest zbiorem niesprzecznym oraz dla dowolnej formuly ¢(z)
o co najwyzej jednej zmiennej wolnej z, jesli I' /g Va o(x), to istnieje stala ¢ € C, taka ze
'y —p(c/x).

Niech I' bedzie C-nasycony. Zauwazmy, ze jesli I' g =V ¢(x) oraz jesli ¢ jest postaci =), to
wowcezas I' by =V p(z) jest réwnowazne I' g 3z ¢(z). Ponadto z warunku C-nasycenia T’
wynika istnienie stalej ¢ € C takiej, ze I' Fg —p(c/x). To ostatnie jest réwnowazne (na mocy
prawa podwdjnego przeczenia) temu, ze I' gy ¥(c/x). Tak wiec w tym przypadku c jest
sSwiadkiem” zachodzenia wlasnosci I' kg 3z ¥ (x).

Mocq sygnatury ¥ nazwiemy moc zbioru (o2, SE)U (U2, £F). Moc sygnatury X bedziemy
oznaczaé przez |X|.

Dopuscimy mozliwo$é rozszerzenia sygnatury o stale. Dla dowolnego zbioru C' roztacznego
z sygnatura 3, przez 3(C') bedziemy oznaczaé sygnature powstala z ¥ przez dodanie symboli
statych ze zbioru C.

Lemat 7.6 (o nasyceniu) Niech C bedzie nieskoriczonym zbiorem, rozlacznym z sygnaturg 3
oraz takim, ze |X| < |C|. Niech A bedzie niesprzecznym zbiorem zdari nad X. Istnieje zbior
zdan T' nad sygnaturg X(C) taki, ze A C T oraz T' jest C'-nasycony.

Dowdéd:  Bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy przyjaé, ze istnieje zmienna z nie wystepujaca
wolno w zadnej formule ze zbioru A (w przeciwnym przypadku mozemy tak przenumerowaé
zmienne, aby ten warunek byl spelniony). Przedstawimy dowdd dla przypadku kiedy ¥ i C' sa
zbiorami przeliczalnymi. Dowdd ogdlnego przypadku pozostawimy Czytelnikowi jako ¢wicze-
nie (nalezy zastosowaé indukcje pozaskonczona). Ustawmy zbiér wszystkich formut nad X(C)
o jednej zmiennej wolnej = w ciag o, 1, ... Zdefiniujemy ciag zbioréw {I';, | n € N} oraz
ciag statych {c, | n € N} C C o nastepujacych wlasnosciach:

e [, zawiera skoniczenie wiele statych z C.
e A C T, jest niesprzecznym zbiorem zdan nad X(C).

o Jesi Iy, g Vo o (), to Tpp =T U {—pn(cn/x)}.

Ustalmy dowolna stala ¢, € C. Przyjmujemy I'g = A. Jesli ', kg Vo o, (x), to definiujemy
Iy+1 =Ty, oraz ¢, = ¢, Jedli natomiast Ty, Hpy Va o, (x) to niech ¢, € C bedzie stala nie
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wystepujaca w I'y, ani w ¢,. Musimy pokazaé, ze I'yp1 = I'yy U {—¢n(cn/x)} jest zbiorem
niesprzecznym. Zalézmy przeciwnie, ze

Tpstba L.

Zatem I'y, g ——@p(cn/z) 12z (A3) dostajemy I'y, Fr @n(cn/z). Poniewaz ¢, nie wystepuje
w 'y ani w ¢, to mozemy w dowodzie powyzszego sekwentu zamieni¢ wszystkie wystapie-
nia ¢, przez nowa zmienng z, ktéra sie w tym dowodzie nie pojawilta oraz nie wystepuje wolno
w formutach z I',,. Tak wiec otrzymujemy I'y, i ¢on(z/2) oraz z ¢ FV(I'y,). Na mocy Twier-
dzenia 7.4 o generalizacji dostajemy I'y, Fr Vz ¢, (z/2). Poniewaz z jest dopuszczalna dla z
W on(z/x) oraz on(z/z)(x/2) = @n(x), to stosujac a-konwersje (Twierdzenie 7.3) dostajemy
Ty bu Yo on(z), whrew zalozeniu. W ten sposéb udowodniliSmy niesprzeczno$é zbioru I'y41.
To konczy konstrukcje zbioréw I';, oraz statych c,.

= Urn.

neN

Niech

Pokazemy, ze I' jest zbiorem C-nasyconym. Oczywiscie I' jako suma lancucha zbioréw
niesprzecznych jest réwniez zbiorem niesprzecznym. Niech ¢(z) bedzie dowolna formuta
nad X(C) o jednej zmiennej wolnej i zalézmy, ze I' /g Vxo(x). Niech ¢(z) = ¢n(z),
dla pewnego n. Oczywiscie mamy T',, /g Vo ¢, (z) i z konstrukeji zbioréw T',, wynika, ze
Tt b —on(en/z). Zatem I' g = (cn /), co dowodzi C-nasycenia zbioru I'.

7.2 Konstrukcja modelu ze statych

Niech C' C ¥y bedzie dowolnym zbiorem statych i niech I' bedzie dowolnym C-nasyconym
zbiorem zdan nad ¥. W zbiorze C' definiujemy relacje rownowaznosci ~:

c1 ~ Cy wtedy i tylko wtedy, gdy  ['Fpg c1 = co.

Zdefiniujemy strukture 2Ap. Nosnikiem tej struktury jest zbiér ilorazowy C/~. Musimy
okregli¢ interpretacje symboli operacji i relacji z ¥. Dla przykladu zalézmy, ze f € XL jest
symbolem operacji dwuargumentowej. Funkcje f2 : (C'/~)? — C/~ definiujemy warunkiem

([ [ea]) = [l wiedy i tylko wtedy, gdy by f(er, c2) = d.
Dla pokazania, ze f2 jest dobrze okreslong funkcja musimy sprawdzié, ze:
Dla dowolnych c;, ¢y € C istnieje d € C takie, ze I' g f(c1,¢2) =d (9)

Jeslicy ~ ¢}, co~cyoraz T by fer,c0) =diTl by f(d,dh)=d, tod~d. (10)

Wiasnoéé (9) wynika z faktu, ze zbiér I' jest C-nasycony. Zauwazmy najpierw, ze I' g
—Va—f(ci1,c2) = x. Istotnie, zalézmy Vz—f(c1,c2) = x. Wowcezas z aksjomatu (A6)
dostajemy —f(ci,c2) = f(c1,c2). Z drugiej strony, z aksjomatu (A7) i (A6) dostajemy
f(c1,e2) = f(er,e2). Tak wiec otrzymujemy L, a wiec I' by —Va—f(c1,c2) = z. Zatem
z C-nasycenia I' wynika istnienie statej d € C' takiej, ze I' by == f(c1,c2) = d. Korzystajac
teraz z (A3) dostajemy I' by f(cq1,c2) = d.

o4



Wiasnosé (10) wynika natychmiast z nastepujacej postaci aksjomatu (A8) (postaé te otrzy-
mujemy z (A8) z pomoca aksjomatu (A6))

c1 = cll — (02 = 0/2 — f(Cl,CZ) = f(c/170/2))

Interpretacja symboli relacji w r wyglada podobnie. Dla przykladu zdefiniujemy relacje 3¢
dla symbolu r € 2.

([e1]w~, [co]~) € 7T wtedy i tylko wtedy, gdy T Fg r(er,co).

W tym przypadku réwniez musimy dowie$é poprawnosci definicji (tzn. niezaleznosci od wyboru
reprezentantéw). Czyli musimy pokazaé, ze jesli ¢; ~ ¢} oraz ¢y ~ ¢, to

[y r(c,e2)  wtedy i tylko wtedy, gdy T kg r(c), cb).
Wynika to natychmiast z aksjomatéw (A9) i (A6).
Teraz mozemy przejs¢ do twierdzenia o istnieniu modelu.
Twierdzenie 7.7 (o istnieniu modelu) Kazdy niesprzeczny zbidr zdan nad dowolna syg-

naturg X ma model, ktérego moc nie przekracza max{o,|X|}.Doktadniej, dla struktury Ap
zbudowanej powyzej oraz dowolnej formuly ¢ takiej, ze FV (p) C {x1,...,x,} i dla dowolnego

wartosciowania o takiego, ze o(x;) = [¢i|~, dlai=1,...,n mamy
Ar,0) E ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy T tg o(ci/x1, ... cn/Tn). (11)
Dowad: Zalézmy, ze A jest niesprzecznym zbiorem zdan. Niech C bedzie dowolnym

nieskoriczonym zbiorem rozlacznym z ¥ i takim, ze |C| > |X|. Z Lematu 7.6 o nasyceniu
wiemy, ze istnieje zbiér zdann I' C A nad sygnatura X(C), ktéry jest C-nasycony. Stosu-
jac lemat Kuratowskiego-Zorna dowodzimy, ze istnieje maksymalny zbiér I' o powyzszych
wiasno$ciach. Niech I' bedzie takim zbiorem. Dalsza cze$¢ dowodu bedzie przebiegala w od-
niesieniu do ustalonego zbioru I'.

Najpierw zanotujmy nastepujaca wazna wiasnos$¢ zbioru I'. Dla dowolnego zdania ¢,
jesli T' g ¢, to T'U {¢} jest zbiorem sprzecznym. (12)

Dla dowodu (12) zauwazmy, ze jesli 'U{p} jest zbiorem niesprzecznym, to jest on C-nasycony.
Istotnie, jesli I' U {¢} /g Yz ¢(x), dla pewnej formuly ¥ o jednej zmiennej wolnej, to mamy
réwniez I' /g Vo ip(z). Zatem dla pewnej stalej ¢ € C zachodzi I' by =) (¢/x), wiec oczywiscie
réwniez I' U {p} Fr —p(c/x). Tak wiec z maksymalnosci zbioru I' wynika, ze I' U {¢} musi
by¢ zbiorem sprzecznym. To dowodzi (12).

Zauwazmy, ze z wlasnosci (11) wynika pierwsza cze$é twierdzenia, bowiem mamy wéwczas
Ar = I'. Wlasnos$¢ (11) dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na budowe formuly ¢. Dla
formut atomowych musimy dowies¢ nastepujaca pomocnicza wlasno$é. Dla dowolnego termu ¢
i stalej d € C' mamy

[t]3r = [d]~  wtedy i tylko wtedy, gdy T kg t(c1/z1,....cofan) =d,  (13)
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gdzie FV (t) C {z1,...,x,} oraz v(x;) = [¢i]~, dlai =1,...,n. Dowdd (13) przeprowadzamy
przez rutynowa indukcje ze wzgledu na budowe termu t. Szczegdly pozostawiamy Czytel-
nikowi.

Powracamy do dowodu (11). Jesli ¢ jest formula t; = ta, to [t = [2]2T wtedy i tylko
wtedy, gdy dla pewnego d € C zachodzi [t1]3" = [d]~ oraz [t2]3 = [d]~. Na mocy (13) jest
to réwnowazne temu, ze dla pewnego d € C zachodzi I' Fy t1(c1/z1,...,cn/xn) = d oraz
kg ta(er/z1, ... cn/xn) = d. Ostatnia wlasno$é jest réwnowazna (na mocy C-nasycenia
zbioru T') wlasnosci I' b t1(c1/x1, ... cn/xn) = ta(c1/x1, ... cn/Ty).

Zalézmy teraz, ze @ jest formula postaci ¢» — o). Niech ¢* oznacza formule ¢ (c1/x1, ..., cn/xn)
oraz niech ¥* oznacza formule J(ci/x1, ..., cn/xy). Zalézmy, ze (Ar, ) = ¢ 1 rozwazmy dwa
przypadki. Jedli I' by ¢*, to na mocy zalozenia indukcyjnego mamy (r, 0) | 1. Zatem
(A, 0) = ¥ i korzystajac ponownie z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy I' -z 9*. Dalej na
mocy aksjomatu (A1) i regulty (MP) otrzymujemy I' -z ¢* — ¢*. Jesli natomiast ' F g ¥*, to
jak wynika z (12) zbiér TU{¢*} jest sprzeczny. Stad T'U{*} by 9* i z twierdzenia o dedukeji
(Twierdzenie 7.2) dostajemy ponownie I' kg ¢* — ¢*. Dowdd implikacji odwrotnej, tzn., ze
'k * — ¥* pociaga (r, 0) E ¢ pozostawiamy Czytelnikowi do uzupehienia.

Na koniec rozwazmy przypadek gdy ¢ jest postaci Vy ¢ (y). Zalézmy, ze (Ur, 0) | . Niech ¢*
oznacza formule 1(ci/x1,...,¢n/2y). Formula ¢* ma co najwyzej jedna zmienna wolng y.
Jesli T' g Yy ¥*, to z C-nasycenia I istnieje taka stala d € C, ze I' by —*(d/y). Zatem
na mocy zalozenia indukcyjnego otrzymujemy (2, Qg[,d]N) b~ 1, co daje sprzecznosé z naszym
zalozeniem (r, o) = ¢. Tak wiec musi by¢ I' kg Vy ¥*. Na odwrét, zatézmy, ze I' by Vy *
i niech d € C bedzie dowolna stala. Z aksjomatu (A6) dostajemy I' kg ¢*(d/y) i na mocy
zalozenia indukcyjnego dostajemy (2, Q[yd]N) = 1. Poniewaz d jest dowolne, to powyzsze
spelianie dowodzi (r, ¢) E ¢. Tym samym dowdd twierdzenia jest zakoriczony.

Na zakonczenie udowodnimy zapowiedziane wczesniej ,silne” twierdzenie o peloéci dla sys-
temu . Jest ono prostym wnioskiem z twierdzenia o istnieniu modelu.

Twierdzenie 7.8 (,,Silne” twierdzenie o pelnosci) Dla dowolnego zbioru formut A i dla
dowolnej formuly ¢, jesli A = ¢ , to A g p. W szezegdlnosei, jesli ¢ jest tautologia jezyka
pierwszego rzedu, to g .

Dowéd:  Zatézmy, ze A tf ¢. Niech C' = {cg,c1,...} bedzie nieskoriczonym przeliczal-
nym zbiorem stalych, rozlacznym z sygnatura . Ustawmy zmienne indywiduowe w ciag
T, 1, ... Dla dowolnej formuly 1 nad sygnatura ¥ niech ¥* oznacza zdanie nad sygnatura,
Y(C) otrzymane z 1 przez zastapienie kazdej zmiennej x,, wolno wystepujacej w ¢ stala c,.
Niech A* = {¢* | ¢ € A}.

Twierdzimy, ze zbiér zdan A* U {—=¢p*} jest zbiorem niesprzecznym. Zalézmy przeciwnie, ze
A*U{—¢"} F L.

Wéwezas dla pewnego skoriczonego podzbioru Ag C A mamy AjU{—¢*} - L. Z twierdzenia
o dedukcji dostajemy A+ ——¢* i na mocy aksjomatu (A3) mamy A - ¢* Przyjmijmy, ze
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Ag = {t1,...,¥n}. Stosujac n razy twierdzenie o dedukcji, dostajemy
i (e W ) )

Zastepujac w powyzszym dowodzie stale ¢; nowymi, nigdzie w tym dowodzie nie pojawia-
jacymi sie zmiennymi z;, nastepnie generalizujac (por. Twierdzenie 7.4) i podstawiajac na
miejsce zmiennych zwiazanych z; (por. aksjomat (A6)) zmienne z; dostajemy'?

S (e (= 9,

czyli Ag F ¢, a co za tym idzie réwniez A F ¢, wbhrew zalozeniu. Tak wiec zbiér A* U {—p*}
jest niesprzeczny.

Z twierdzenia o istnieniu modelu wynika, ze A* U{—¢*} ma model. Istnieje wiec X(C)-struk-
tura 2 taka, ze A = A* oraz A = ¢*. Niech o : X — A bedzie wartosciowaniem, ktére kazdej
zmienne] x; przypisuje warto$é cf'. Na mocy Twierdzenia 7.7 mamy wéwezas (2, o) = ¢, dla
kazdej formuly ¢ € A oraz (2, o) = ¢. Dowodzi to A = . &

Cwiczenia

1. Rozpatrzmy system b, ktérego aksjomatami sa formuly postaci (A1-A9), a nie dowolne gene-
ralizacje takich formut. Regulami wnioskowania w -, niech beda (MP) oraz reguta generalizacji:

¥

V¢
Udowodnié, ze twierdzenia systeméw b5, i Fp sa takie same, ale z T' bp, ¢ nie wynika T' = .
2. Udowodni¢ twierdzenie o pelnosci dla nieprzeliczalnych sygnatur.

3. System naturalnej dedukcji dla logiki pierwszego rzedu mozna otrzymaé przez dodanie do sys-
temu Fy nastepujacych regutl:

'+ kv
—cp(y/x) (V-intro) —33%0 (V-elim)
Tk Vzop I'Fo(t/z)
L'k pt r-3 T, H
M (F-intro) we /o) " ¥ (3-elim)
I'F3dxe 'k

przy czym regule (V-intro) wolno stosowaé tylko wtedy gdy y € F'V (Vzp) oraz y nie jest wolne
w zadnej z formul ze zbioru I'. Natomiast regula (3-intro) uzywana jest przy zastrzezeniu
y & FV(IT U{3ze} U {¢}). Udowodnié twierdzenie o petnosci dla tego systemu.

4. Zaproponowa¢ reguly rachunku sekwentéw dla logiki pierwszego rzedu.

127 auwazmy, ze zmienna x; jest dopuszczalna dla z; w stosownej formule.
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8 Teoria modeli

W tym rozdziale poznamy podstawowe fakty z teorii modeli. Wiekszo$¢ z nich to wnioski
z twierdzenia o pelnodci.

Zaczniemy od twierdzenia o zwarto$ci.

Twierdzenie 8.1 (o zwartosci)

1. Dla dowolnego zbioru formut A i dowolnej formuty ¢, jesli A |= ¢, to istnieje skoriczony
podzbior Ag C A taki, Ze Ag | .

2. Dla dowolnego zbioru formut A, jesli kazdy skoriczony podzbior Ag C A jest spetnialny,
to A tez jest spetnialny.

Dowéd: W czesci pierwszej, jesli A = ¢, to z twierdzenia o pelnosci wynika, ze A g .
W dowodzie wystepuje tylko skoniczenie wiele formut z A. Jesh Ay jest zbiorem wszystkich
tych formutl, to oczywiscie Ay b ¢. Z twierdzenia o poprawnosci wynika, ze Ay = .

Czesé¢ druga wynika z czesci pierwszej, gdy przyjmiemy ¢ = 1. Niespetialnosé zbioru A to
bowiem to samo, co A = 1. &

Pierwszym waznym przykladem zastosowania twierdzenia o zwartosci jest dowdéd innego
waznego twierdzenia teorii modeli.

Twierdzenie 8.2 (Skolem, Lowenheim, Tarski) Jesli zbidr formut A nad X ma model
nieskoriczony, to ma takze model kazdej mocy m > max{Ro, |X|}, gdzie |X| to moc sygnatury X.

Dowdéd: Niech C bedzie zbiorem nowych symboli statych, dotychczas nie wystepujacych
w X, ktérego moc wynosi m. Niech A = AU{c #d | ¢,d € Yoraz ¢ rézne od d}.

Ten nowy zbiér formul nad nowa sygnatura X(C) jest spelialny. Aby sie o tym przekonad,
wezmy dowolny skoticzony podzbiér Ag C A oraz nieskoriczony model 2 zbioru A (o ktérego
istnieniu wiemy z zalozen). Zinterpretujmy w 2 skoriczenie wiele symboli z C, ktére wystepuja
w A, jako dowolnie wybrane, rézne elementy. Jest oczywiste, ze okre§lony w ten sposéb
model Ay spelnia Ag. Zatem na mocy twierdzenia o zwartosci, A istotnie tez ma model.

Wrynika stad, ze A jest zbiorem niesprzecznym. Stosujac do niego twierdzenie o istnieniu
modelu, otrzymujemy model B o mocy nie przekraczajacej mocy zbioru wszystkich formut
logiki pierwszego rzedu nad X(C'), ktéra wynosi m, ale jednoczesnie nie mniejszej niz |C| = m,
bo wszystkie state z C' musza by¢ w nim zinterpretowane jako rézne elementy.

Jedli teraz w modelu B zignorujemy interpretacje stalych z C to otrzymamy X-strukture 98
mocy m, ktora jest modelem zbioru A &
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Whiosek 8.3 Zadna struktura nieskoriczona nie daje sie opisaé zbiorem zdan logiki pierw-
szego rzedu z doktadnosciq do izomorfizmu. Dokladniej, nie istnieje zbior A zdar logiki pierw-
szego rzedu ktory ma model nieskoriczony A i zarazem dla kazdej struktury B spelniajacej A
zachodzi B = 2.

Historycznie rzecz biorac, twierdzenie Skolema-Lowenheima-Tarskiego jest nastepca dwoch
stabszych i starszych twierdzen, ktére zreszta nadal sa przywolywane. Zatem dla pelnosci
informacji formutlujemy je ponizej.

Twierdzenie 8.4 (Dolne twierdzenie Skolema-Lowenheima) Kazdy spelnialny zbior
zdan nad X ma model o mocy nie wiekszej niz moc zbioru formut logiki pierwszego rzedu
nad 3.

Twierdzenie 8.5 (Gérne twierdzenie Skolema-Léwenheima)  Jesli zbior zdan nad ¥
ma model nieskonczony, to dla kazdego m ma model o mocy nie mniejszej niz m.

Najstarszym protoplasta tej grupy twierdzen bylo po prostu

Twierdzenie 8.6 (Skolema-Lowenheima) KazZda nieskoriczona struktura A nad co naj-
wyzej przeliczalng sygnaturg zawiera co najwyzej przeliczalng podstrukture, elementarnie row-
nowazing z 2.

W tym sformulowaniu twierdzenie to daje si¢ udowodni¢ bez odwotania do twierdzen o pelnosci
ani o istnieniu modelu i byto znane wczesniej od nich.

Wywotalo ono kiedy$ potezny ferment w dziedzinie logiki: jak to jest mozliwe, ze teoria
mnogosci ma przeliczalny model, gdy skadinad musi on zawiera¢ zbiory nieprzeliczalne, jak np.
P(N)? Oczywiscie nikt wolal glosno nie wypowiadaé¢ drugiej ewentualnosci: ze teoria mnogosci
nie ma zadnego modelu i jest po prostu sprzeczna. Nic wiec dziwnego, ze to twierdzenie
bylo znane poczatkowo jako Paradoks Skolema. Na szczedcie staranna analiza wskazuje, ze
nie mamy tu jednak do czynienia z antynomia. Otz jesli mamy przeliczalny model teorii
mnogosci, to wszystkie zbiory do niego nalezace ogladane z zewnqgtrz sa przeliczalne. Jednak
dla niektérych z nich, np. dla interpretacji P(N), zadna funkcja z interpretacji N zbioru liczb
naturalnych na interpretacje P(N) sama nie jest elementem tego modelu. To juz wystarcza,
aby spelial on zdanie méwiace, ze P(N) jest nieprzeliczalny.

Tradycyjnie o wszystkich twierdzeniach z powyzszej grupy méwi sie ,twierdzenie Skolema-
Lowenheima”.

Twierdzenia o zwartodci i twierdzen Skolema-Lowenheima czesto uzywa sie do tego, by wykazaé
istnienie réznych nietypowych modeli. Jesli przypomnimy sobie elementarna réwnowaznosé
(R, <) = (Q, <), wyprowadzona jako wniosek z Twierdzenia 4.13, to rozpoznamy w niej
réwniez potencjalny efekt zastosowania (dolnego) twierdzenia Skolema-Léwenheima.

Klasycznym przykladem zastosowania twierdzenia o zwartosci jest ponizszy fakt:
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Twierdzenie 8.7 Jesli zbior zdan A ma modele skoriczone dowolnie duzej mocy, to ma tez
model nieskonczony.

Dowéd:  Przypusémy, ze A ma modele skoniczone dowolnie duzej mocy.

Niech A = AU {3z ... 37, Nicj®i # x;) | n € N} Oczywiscie \,_;z; # x; oznacza
koniunkcje wszystkich n(n — 1) formul postaci x; # x;, w ktérych i < j.

Zbiér A jest spelnialny, bo kazdy jego skoriczony podzbiér Ag C A jest spelnialny. Istotnie,
modelem A jest kazdy model A mocy co najmniej max{n | (31 ... 3z, Nicjzi # x5) € Ap}.
Na mocy twierdzenia o zwartosci A jest tez speialny. Ma on wylacznie modele nieskonczone,
a kazdy jego model jest tez modelem dla A. &

Twierdzenie o zwartosci moze tez stuzy¢ do dowodzenia niewyrazalnosci pewnych pojeé¢ w lo-
gice pierwszego rzedu. Posluzymy sie tu nastepujacym przykladem.

Twierdzenie 8.8 Pojecie dobrego porzadku nie jest wyrazalne w logice pierwszego rzedu.
Doktadniej, dla kazdego zbioru A formut pierwszego rzedu nad sygnaturg =, < takiego, zZe kazdy
dobry porzadek jest modelem A, istnieje tez taka struktura 2 nie bedgca dobrym porzqdkiem,
Ze A = A.

Dowdd:  Niech zbidér zdan A ma te wlasciwosé, ze kazdy dobry porzadek jest jego mo-
delem. Bez utraty ogdélnosci mozemy zalozyé, ze A zawiera juz zwykle aksjomaty liniowych
porzadkéw. Niech C' = {cp,c1, ...} bedzie zbiorem nowych stalych.

Niech A = AU {¢; < ¢j | j < i}. Kazdy skoticzony podzbiér Ag C A jest spehialny,
np. w zbiorze N, w ktérym kazda stata ¢; wystepujaca w Ag jest interpretowana jako 2|Ag| —1,
zas pozostale state jako 0.

Zatem na mocy twierdzenia o zwartosci A jest réwniez spelnialny. Niech 2 bedzie modelem A.
Relacja <* jest porzadkiem liniowym, spelnia A, ale nie jest porzadkiem dobrym, bo zawiera
nieskonczony ciag zstepujacy c%‘ > C%‘ > cgl >... 1

Interesujace jest poréwnanie powyzszego dowodu z alternatywnym dowodem za pomocy,
metody Fraissé, sugerowanym w Cwiczeniu 1 do Rozdziatu 4.

Cwiczenia
1. Wskazaé przyklad takiego zbioru A zdari logiki pierwszego rzedu, ze kazde dwa jego przeliczalne
modele sg izomorficzne, ale istnieja dwa nieprzeliczalne, nieizomorficzne ze soba modele zbioru A.

2. Udowodnié, ze dla kazdej struktury skonczonej 2 nad skoriczong sygnatura istnieje taki zbiér A
zdan pierwszego rzedu, ze 2 |= A i dla kazdej struktury B = A zachodzi B = 2.

3. Niech X bedzie skoniczona sygnatura. Udowodnié, ze dla kazdego zbioru zdan A nad X, nastepu-
jace dwa warunki sa réwnowazne

e A ma wylacznie skonczone modele.

e A ma z dokladno$cia do izomorfizmu skoniczenie wiele modeli.
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. Udowodnié, ze klasa wszystkich struktur izomorficznych ze struktura postaci 2 = (P(A4),U,N, C),
gdzie U, N oraz C sa odpowiednio suma, przecieciem i zawieraniem zbioréow, nie jest aksjomaty-
zowalna zadnym zbiorem zdan pierwszego rzedu.

. Pokazaé, ze jesli klasa A struktur nad sygnatura X jest aksjomatyzowalna pewnym zbiorem
zdan logiki pierwszego rzedu, oraz jej dopelienie sktadajace sie ze struktur sygnatury X, ktore
nie naleza do A tez jest aksjomatyzowalne, to kazda z tych klas jest w istocie aksjomatyzowalna
jednym zdaniem pierwszego rzedu.

Wskazéwka: Zalozyé, ze pierwsza klasa jest aksjomatyzowalna przez A, a druga przez A’, ale

zaden skoriczony podzbiér A nie jest aksjomatyzacja A. Pokazaé, ze A U A’ spelia zalozenia
twierdzenia o zwartosci.

. Pokazaé nastepujace twierdzenie Robinsona: Jedli A, A’ sa spemialnymi zbiorami zdan nad
pewng sygnatura %, za§ A U A’ nie jest spehialny, to istnieje takie zdanie ¢, ze A = ¢ oraz
A= -

Wskazéwka: Pokazaé, ze jesli teza nie zachodzi, to A U A’ spelia zalozenia twierdzenia o zwar-
tosci.

. Niech Spec(p) oznacza zbiér mocy wszystkich skoniczonych modeli formuty ¢. Pokazaé, ze jesli

A jest takim zbiorem zdan, iz dla kazdego ¢ € A zbiér Spec(—p) jest skoniczony, oraz jesli
A | 1, to takze Spec(—1)) jest skoriczony.
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9 Arytmetyka pierwszego rzedu

Stowo arytmetyka uzywane jest w odniesieniu do réznych teorii dotyczacych liczb naturalnych.
Nasza sygnatura dla arytmetyki pierwszego rzedu skiada sie z dwuargumentowych symboli
funkcyjnych + i -, oznaczajacych dodawanie i mnozenie, symbolu nastepnika s, oraz stalej 0.

Skoro przedmiotem arytmetyki sa liczby naturalne, wiec strukture Mt = (N, +,-,0,s), ze
»zwyklymi” operacjami arytmetycznymi nazwiemy standardowym modelem arytmetyki. Zbior
Th(MN) zlozony ze wszystkich zdan prawdziwych w modelu M nazywiemy zas arytmetykq
zupetng. Niestety, arytmetyka zupelna nie wyznacza modelu standardowego jednoznacznie.

Fakt 9.1 Dla dowolnej mocy m > Ng istnieje niestandardowy model arytmetyki mocy m,
tj. struktura mocy m

m = <M7 @7 ®7 07 S>;

ktora jest elementarnie réownowazna N ale nieizomorficzna z N.

Dowdéd:  Niech A sklada sie ze wszystkich formul postaci x # s(s(...s(0)...)). Nietrudno
pokazaé, ze kazdy skorniczony podzbiér zbioru Th(91) U A jest spelnialny w modelu M przez
dostatecznie duza warto$é x. Na mocy twierdzenia o zwartosci (Twierdzenie 8.1), calosé jest
spelialna w pewnym modelu 9% przez pewne wartosciowanie p. Wtedy 91 spetnia te same
zdania co N, ale element p(x) nie ma odpowiednika w modelu N, bo kazdy element DM mozna
otrzymadl z zera za pomoca nastepnika. 7 Twierdzenia 8.2 wynika, ze model 9 moze by¢
zadanej mocy. 1

Powyzszy fakt to kolejny przyklad wskazujacy na ograniczenia sily wyrazu logiki pierwszego
rzedu. Pora wiec na pewne obserwacje o charakterze pozytywnym. Jezyk arytmetyki jest tak
elastyczny, ze mozna w nim zdefiniowa¢ kazda funkcje obliczalna.

Twierdzenie 9.2 (G&del) Dia dowolnej czesciowej funkeji obliczalnej f : N¥ —o— N istnieje
taka formula @, ze FV(p) C {x1,...,zk,y} oraz dla o(xz1) = ny,...,0(xk) = ng,0(y) = m
zachodzi réwnowaznosé

(M, 0) E ¢  wtedy i tylko wtedy, gdy  f(ni,...,nK) = m.

Dowéd Twierdzenia 9.2 opuszczamy. Istotnym problemem technicznym w tym dowodzie
jest konieczno$é kodowania ciagdéw liczb o nieznanej z gory dlugosci. Uzywa sie w tym celu
tzw. chiniskiego twierdzenia o resztach.

Whniosek 9.3 Teoria Th(NM) jest nierozstrzygalna. Co wiecej, ani zbior Th(N), ani jego
dopelnienie nie sq nawet rekurencyjnie przeliczalne.

Dowdd:  Z Twierdzenia 9.2 wynika w szczegdlnosci, ze dla dowolnego zbioru rekurencyjnie
przeliczalnego A C N istnieje formula (), o jednej zmiennej wolnej x, dla ktérej
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M,z :n) E e wtedy i tylko wtedy, gdy n € A.
Korzystajac z Lematu 2.10, mozemy napisaé to tak:
o(n) € Th(M) wtedy i tylko wtedy, gdy n € A,

gdzie symbol n oznacza term s"(0). A wiec rozstrzygalnosé¢ Th(91) implikowalaby rozstrzy-
galnos¢ problemu stopu.

Aby udowodni¢ druga czesé¢ twierdzenia, przypomnijmy, ze problem decyzyjny
Czy dana maszyna Turinga zatrzymuje sie dla kazdego stowa wejsciowego?

nie jest czedciowo rozstrzygalny, i ze to samo dotyczy jego dopelnienia. Jesli zakodujemy nasz
problem w postaci zbioru A C N, to zbidr ten bedzie mozna zdefiniowaé formula arytmetyki
z dwoma kwantyfikatorami, wyrazajaca wlasnosé

Dla kazdego (kodu) stowa w istnieje kod obliczenia akceptujacego to stowo.

Zbiér A jest wiec tez definiowalny formula arytmetyki i bylby rekurencyjnie przeliczalny,
gdyby taka byla teoria Th(9t). &

9.1 Twierdzenie Gdédla o niezupelnosci

Skoro nie mozna zdefiniowaé¢ jednoznacznie modelu standardowego (Fakt 9.1), moze mozna
chociaz, za pomoca odpowiednich aksjomatéw, scharakteryzowaé zdania ktére sa w nim praw-
dziwe? Przez PA (od ,,Peano Arithmetics”) oznaczymy teorie o aksjomatach:

o Vavy (s(z) = s(y) — = = y);
o Vr—(s(z) =0)

o Vx(r+0=ux);

o VaVy (x + s(y) = s(z +y));
o Vz(z-0=0);

o VaVy (x-s(y) = (z-y) + 2);

o Va (p(z) — p(s(z))) = (p(0) = Yz p(z)),

gdzie p(x) moze by¢ dowolna formula. Pierwsze dwa aksjomaty méwia, ze operacja nastepnika
jest réznowartosciowa, a zero nie jest nastepnikiem zadnej liczby (to gwarantuje nieskoriczo-
nos¢ kazdego modelu). Kolejne dwa aksjomaty stanowia indukcyjna definicje dodawania,
a nastepne dwa — indukcyjna definicje mnozenia. Na koncu zamiast pojedynczego aksjo-
matu, mamy schemat aksjomatu, nazywany schematem indukcji. Zatem zbior aksjomatéw
Peano jest w istocie nieskonczony. Ale zbidr ten jest rekurencyjny: mozna efektywnie ustali¢
co jest aksjomatem a co nie jest.

Oczywiscie standardowy model arytmetyki jest modelem arytmetyki Peano:

M = PA.
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Inaczej méwiac, wszystkie konsekwencje aksjomatéw Peano (twierdzenia teorii PA) sa praw-
dziwe w standardowym modelu. A na odwrét? Kiedy$ przypuszczano, ze PA jest teorig
zupelng (por. Definicja 4.14), tj. ze kazde zdanie prawdziwe w I jest twierdzeniem aryt-
metyki Peano.

Przypuszczenie to okazalo sie falszywe dzieki odkryciu dokonanemu przez Godla, a mianowicie
dzieki metodzie arytmetyzacji (numeracji Godla), ktéra pozwolita na wyrazanie w jezyku aryt-
metyki faktow odnoszacych sie do samej arytmetyki, w szczegdlnosci istnienia lub nieistnienia
dowodu dla danej formuty.

Twierdzenie 9.4 (Gddla o niezupelnosci) Istnieje takie zdanie Z w jezyku arytmetyki,
ze PAY/y Z i PAVy —Z.

Dowdd:  Skoro zbiér aksjomatéw PA jest rekurencyjny, wiec zbidér wszystkich twierdzen
teorii PA (formul, ktére mozna wyprowadzi¢ z tych aksjomatéw) jest rekurencyjnie przeli-
czalny. Aby bowiem stwierdzié¢, ze dana formula jest twierdzeniem PA, wystarczy systema-
tycznie generowaé¢ wszystkie mozliwe dowody, az wreszcie otrzymamy ten wilasciwy.

Gdyby PA byla teoria zupeha, to dla dowolnego zdania ¢, predzej czy pdzniej znalezliby$my
albo dowdd formuty ¢ albo formuty —¢. A wiec w takim przypadku PA bytaby po prostu
rozstrzygalna.

Ale z drugiej strony, teoria zupelna jest identyczna z teoria kazdego swojego modelu, wiec PA
bylaby identyczna z Th(M). Wéwczas jednak teoria Th(Dt) musiataby byé rozstrzygalna, co
przeczy Wnioskowi 9.3. 1

Istota twierdzenia Godla polega nie na tym, ze akurat PA jest niezupela. Jesli zbiér aksjo-
matéw PA rozszerzymy do innego (rekurencyjnie przeliczalnego) zbioru aksjomatéw prawdzi-
wych w 91 to nadal bedzie istnialo zdanie niezalezne od tych aksjomatéw. Dowdd pozostanie
prawie bez zmian. A wiec nie tylko PA, ale w ogdle kazda efektywnie zadana teoria musi by¢
niezupelna, jesli tylko jest dostatecznie silna na to, aby dalo sie w niej zinterpretowaé pojecia
arytmetyczne.

Przytoczony powyzej ,,wspolczesny” dowdd twierdzenia Godla wykorzystuje numeracje god-
lowska posrednio, poprzez odwolanie sie do pojecia rozstrzygalnego problemu decyzyjnego.
(Méwiac o algorytmach generujacych dowody, w istocie mamy na mysli pewne obliczenia na
kodach takich dowoddw, itd.) Oryginalny dowdéd Godla postugiwatl sie numeracja bezposred-
nio i przebiegal mniej wiecej tak jak nizej. Na poczatek numerujemy wszystkie symbole jezyka
arytmetyki:

—~

) Zo z1

Symbol: 0 s + . L — = v
6 7 8 9 10 11 12

Numer: 1 2 3 4 5

Kazdemu ciggowi znakéw, w tym kazdej formule, dowodowi itp., mozna teraz przypisa¢ kod
liczbowy. Jedli przez #a oznaczymy numer znaku a, to kodem napisu ,aias...a,” jest liczba

Kod(ajas...ay) = o# a1 gftaz pHaz TH#as -p#“",
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gdzie p, oznacza n-ta liczbe pierwsza. Odkrycie Godla oparte jest na obserwacji, ze wlasnosci
formul arytmetyki moga by¢ wyrazane w jezyku samej arytmetyki jako teorioliczbowe wias-
nosci kodéw. Zamiast np. méwi¢ o wlasnosciach formuty Vao((x1 + 29 = 0) — L), mozna
moéwié¢ o wlasnosciach jej kodu, tj. liczby

Kod(Vzo((x1 + 2o = 0) — 1)) = 28311597911121331711197231291031637541 10

Przypomnijmy, ze symbol n oznacza term s"(0). Oczywiscie znaczeniem termu n w I jest
liczba m. Mozna teraz np. napisa¢ taka formule ¢(z) o jednej zmiennej wolnej z, ze dla
dowolnego n € N spelhianie M = ¢(n) ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy

e 1 jest numerem pewnej formuly o co najwyzej jednej zmiennej wolnej.
Oczywiscie wiele rozmaitych wlasnosci syntaktycznych mozemy wyrazi¢ w podobny sposob.
Przydatna jest np. formuta o(z,y) o takiej wlasnosci:
N = o(n,m), wtedy i tylko wtedy, gdy

e m jest numerem pewnej formuly a(x) o jednej zmiennej wolnej,

e 1 jest numerem zdania a(m).

W skrécie zapiszemy to tak:
N = o(n,m), wtedy i tylko wtedy, gdy n jest numerem zdania o, (m).

Nie kazda wilasnos$¢ formul moze jednak byé wyrazona w jezyku arytmetyki.

Twierdzenie 9.5 (Tarskiego o niewyrazalnosci prawdy) Nie istnieje formuta wyraza-
jaca prawdziwo$é formut w standardowym modelu, tj. taka formula m(x), Ze

N = 7m(n) wtedy i tylko wtedy, gdy n jest numerem zdania prawdziwego w N.

Dowéd:  Dowéd twierdzenia polega na wyrazeniu znanego paradoksu ktamcy'® w jezyku
arytmetyki. Rozpatrzmy nastepujaca formute

() =3y (o(y, ) A -7 (y)).
Woéwezas N | 7(n) wtedy 1 tylko wtedy, gdy

e 1 jest numerem pewnej formuly «(x) o jednej zmiennej wolnej,

e zdanie a(n) jest falszywe w .

Mniej écisle, ale prosciej:

N = 7(n) wtedy i tylko wtedy, gdy M | —ay,(n).

BStwierdzenie ,To zdanie jest fatszywe” nie moze byé ani prawdziwe ani falszywe.
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Formuta 7(x) tez ma numer, powiedzmy, ze 7(x) = ai(z). A zatem mozemy napisaé
N = 7(k) wtedy i tylko wtedy, gdy Mt = —ag (k).

Mozemy to napisa¢ z czystym sumieniem, bo warunek
e k jest numerem pewnej formuly a(z) o jednej zmiennej wolnej,

jest oczywiscie speliony. Ale przeciez oy (k) to wlasnie formula 7(k). A zatem:
N = 7(k) wtedy 1 tylko wtedy, gdy N = =7 (k).

No jasne: zdanie 7(k) stwierdza ,Ja jestem falszywe!” Ze znanym skutkiem ... 1

Uwaga: Twierdzenie Tarskiego podpowiada rozstrzygniecie paradoksu ktamcy: Problem lezy
w niewyrazalnos$ci pojecia ,zdania prawdziwego”, takze w jezyku polskim. A skoro pytamy
o wlasnosé, ktérej nie umiemy zdefiniowaé, to nie dziwmy sie, ze nie ma odpowiedzi.

Twierdzenie Godla o niezupelosci arytmetyki otrzymamy po nieznacznej modyfikacji po-
wyzszego rozumowania. Zamiast niemozliwego do zdefiniowania pojecia prawdy, uzyjemy
wyrazalnej wlasnoéci ,,mie¢ dowdd w arytmetyce Peano”. Otrzymamy w ten sposéb zdanie Z,
ktére méwi: ,,Ja nie mam dowodu!”.

Inny dowéd Twierdzenia 9.4: Postepujemy jak w poprzednim dowodzie, uzywajac for-
muly 7'(z) o wlasnosci

N = 7' (n) wtedy i tylko wtedy, gdy n jest numerem zdania, ktére ma dowéd w PA.
Otrzymamy w koricu taka konkluzje: 91 = 7(k) wtedy i tylko wtedy, gdy PA Hy 7(k).

Przyjmujac Z = 7(k), wnioskujemy, ze ani Z ani =2 nie moze mie¢ dowodu w PA. Zalozenie
PA g Z prowadzi do sprzecznosci, bo jesli PA g Z to M = Z. Ale zalozenie PAFy —Z
tez prowadzi do sprzecznosci, bo mieliby$my z jednej strony M = —Z, a z drugiej M = Z.
Uwaga: nietrudno zauwazy¢, ze M = Z. |

Rozumowanie Godla prowadzi do jeszcze jednego waznego wniosku, nazywanego drugim
twierdzeniem o niezupelnosci. Niech m bedzie numerem zdania ,0 = s(0)” i niech Con
oznacza zdanie —7/(m). Zdanie to wyraza niesprzeczno$é¢ arytmetyki Peano. Rozumowanie
podobne do uzytego w dowodzie Twierdzenia 9.4 mozna... sformalizowaé w jezyku aryt-
metyki. Otrzymamy konkluzje:

PA g Con — Z,

gdzie Z jest zdaniem z Twierdzenia 9.4. W konsekwencji otrzymujemy:

Whniosek 9.6 PA t/g Con.

Niesprzecznosci arytmetyki Peano nie mozna udowodni¢ na gruncie samej arytmetyki Peano
(chyba, ze PA jest sprzeczna). Ta sama konkluzja dotyczy kazdej dostatecznie silnej teorii.

Na zakonczenie powiedzmy jeszcze, ze teoria PA jest nierozstrzygalna. Dowdd tego faktu
wymaga pewnego udoskonalenia Twierdzenia 9.2. Zamiast réwnowaznosci
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(M, 0) E ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy  f(n1,...,ng) =m,
mozna mianowicie pokazaé¢ réwnowaznos¢ postaci
PAtg o(ng,...,n;,,m) wtedy i tylko wtedy, gdy  f(ni,...,n5) = m.

Nierozstrzygalno$é PA mozna udowodni¢ metoda podobna do uzytej w dowodzie Wniosku 9.3.

Cwiczenia
1. Udowodnié, ze istnieje niestandardowy, przeliczalny model Th(9), a w nim liczba, majaca
nieskonczenie wiele dzielnikéw pierwszych.
2. Pokazaé, ze nastepujace zdania sa twierdzeniami arytmetyki Peano:
(a) 2-2=4;
(b) Va(~(z =0) — y(z = s(y)));
(c) Vavyvz((w +y) +2 =2+ (y +2));
(d) VaVy(z +y=y+a);
3. Jaka jest réznica pomiedzy nastepujacymi zdaniami?
o Duwa razy dwa jest cztery.

e Zdanie ,Dwa razy dwa jest cztery” jest prawdziwe.

Wskazowka: Pierwsze zdanie mowi o pewnej wlasnosci liczb. Zeby sie z nim zgodzi¢, wystarczy
wiedzie¢ ile jest dwa razy dwa. Co trzeba wiedzie¢, aby zrozumieé¢ drugie zdanie?
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10 Zdaniowa logika dynamiczna

Zdaniowa logika dynamiczna (PDL, od angielskiej nazwy Propositional Dynamic Logic) zosta-
ta zaproponowana przez V. Pratta w 1976r. Jest ona eleganckim i zwieztym formalizmem
pozwalajacym badaé¢ rozumowania dotyczace programow iteracyjnych. Formalizm ten roz-
szerza logike modalna poprzez wprowadzenie modalnosci dla kazdego programu z osobna.
W tej czesci pokazemy jedynie dwie podstawowe wlasnosci PDL: wiasnosé matego modelu
oraz pelos¢ aksjomatyzacji. Z wlasnosci matego modelu natychmiast wynika rozstrzygalnosé
problemu spetnialnosci dla PDL. System o podobnym charakterze, o nazwie Logika Algoryt-
miczna, zostal zaproponowany w roku 1970 przez A. Salwickiego.

10.1 Skladnia i semantyka PDL

Syntaktycznie PDL jest mieszaning trzech klasycznych skladnikéw: logiki zdaniowej, logiki
modalnej oraz algebry wyrazen regularnych. Jezyk PDL zawiera wyrazenia dwéch rodzajéw:
zdania (lub formuly) ¢, 1, ... oraz programy «, 3,7, .... Zakladamy, ze mamy do dyspozycji
przeliczalnie wiele atomowych symboli kazdego rodzaju. Programy atomowe sa oznaczane
przez a,b,c, ..., a zbiér wszystkich atomowych programéw oznaczamy przez Ilj.

Programy sa budowane z programéw atomowych przy uzyciu operacji ztoZenia (;), niedeter-
ministycznego wyboru (U) oraz iteracji (*). Intuicyjnie wykonanie programu ;3 oznacza
wykonanie «, a nastepnie wykonanie na danych wyprodukowanych przez « programu J.
Wykonanie programu « U (3 oznacza niedeterministyczny wybér wykonania o lub 5. Na-
tomiast wykonanie programu o™ oznacza wykonanie o pewns liczbe razy, byé moze zero.
Ponadto mamy operacje testowania tworzaca z kazdej formuly ¢ nowy program ¢?. Wyko-
nanie programu ? jest mozliwe tylko wtedy, gdy warunek ¢ zachodzi. Z drugiej strony,
formutly moga odwolywac sie do dowolnego programu « poprzez modalno$é koniecznosci [a]:
dla dowolnego zdania ¢, napis
[lalp

czytamy ,,po (kazdym) wykonaniu programu « koniecznie musi zajsé ¢”.

Definicja 10.1 Definicja formut i programéw jest wzajemnie rekurencyjna. Definiujemy
zbior programéw II oraz zbior formut ® jako najmniejsze zbiory speliajace nastepujace
warunki

e 72 C &

QH()CH

jesli p,p € P top - € Poraz L € P

jedli a, B € 11, to (a; ), (U ), oraz o™ € 11

jesli a € Il oraz ¢ € ¢, to [a]p €

jesli p € @, to p? € I1.
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Aby uniknaé¢ pisania zbyt wielu nawiaséw stosujemy nastepujace priorytety:

e Jednoargumentowe operatory (wliczajac [a]) wiaza silniej niz dwuargumentowe.
e Operator ; wiaze silniej niz U.

e Spoéjniki logiczne maja takie same priorytety jak zdefiniowano wczesniej.

Tak wiec wyrazenie
[o; 6% Uy 1o Vo

odpowiada nastepujacemu wyrazeniu z nawiasami

([(e; B*) U 1) Vb

Poniewaz operatory ; oraz U okaza sie by¢ laczne, wiec zwyczajowo bedziemy opuszczal
nawiasy w wyrazeniach typu «; G;y lub a U 5 U 7.

Przypomnijmy, ze negacja —¢ jest skrétem formuly ¢ — L. Dualnie do [] definiujemy
modalnosé mozliwosci

<a>p = - [a] .

Zdanie <a>p czytamy ,istnieje obliczenie programu «, ktére zatrzymuje sie w stanie spetia-
jacym formutle ¢”. Istotna réznica pomiedzy modalno$ciami [] i <> jest to, ze <a>p implikuje
iz program « si¢ zatrzymuje, podczas gdy [al e nie gwarantuje zatrzymania si¢ programu o.
W szczegdlnosci formuta [a] L wyraza wlasnosé mowiaca, ze zadne obliczenie programu « nie
zatrzymuje sie. Natomiast formula <a>_L jest zawsze falszywa.

Przejdziemy teraz do zdefiniowania semantyki. Podstawowa, struktura semantyczna dla PDL
jest tzw. struktura Kripkego.

Definicja 10.2 Struktura Kripkego jest uporzadkowana para 8 = (K, mg), gdzie K jest
zbiorem elementow u, v, w, ... zwanych stanami, a mg jest funkcja przyporzadkowujaca kaz-
demu atomowemu zdaniu p € ZZ, podzbiér mg(p) C K oraz kazdemu atomowemu pro-
gramowi a € Ilj, relacje binarna mg(a) € K x K.

Ponizej funkcje mg rozszerzymy do dowolnych formut i dowolnych programéw. Intuicyjnie
dla formuly ¢, zbiér stanéw mg(p) jest zbiorem wszystkich stanéw struktury £, w ktérych
¢ jest spelniona. Natomiast dla programu a, relacja mg(«) jest tzw. relacja wejscia-wyjscia
programu « w strukturze K.

69



Definicja 10.3

mg(p —¢) = (K —mg(p)) Umg(y)

mg(Ll) = 0

mg(laly) = {u|Vve K({u,v) € mg(a) = v € mg(p))}
mg(e; 8) = {(u,v) | Fw € K((u,w) € mg(a) A (w,v) € mg(3))}

mg(aUB) = mg(a)Umga(3)

mg(a®) = | ma(@)"

n>0
mg(?) = {{u,u) [ u€mgalp)}.

Definicja 10.4 Powiemy, ze formula ¢ jest spelniona w stanie u struktury &, gdy u € mg(p).
Podobnie jak w logice pierwszego rzedu spehianie zapisujemy nastepujaco (R,u) = ¢. Gdy
z kontekstu wynika o jaka strukture chodzi, to mozemy po prostu pisaé¢ u = .

Powiemy, ze formula ¢ jest prawdziwa w strukturze R, gdy jest speliona w kazdym stanie
tej struktury. Zapisujemy to 8 = ¢. Formula ¢ jest tautologiq PDL, gdy jest ona prawdziwa
w kazdej strukturze Kripkego. Wreszcie powiemy, ze formuta ¢ jest spefnialna, gdy istnieje
struktura Kripkego K, taka ze ¢ jest spelniona w przynajmniej jednym stanie K.

Przyklad 10.5 Niech p bedzie zmienna zdaniowa oraz niech a bedzie atomowym programem.
Niech R = (K, mg) bedzie taka struktura Kripkego, ze

K = {u,v,w}
ma(p) = {u,v}
mﬁ(a) = {<u,v), <u7w>7 <U7w>7 <’LU,’U>}.

Nastepujacy diagram ilustruje K.

()

W tej strukturze mamy u = <a>—p A <a>p, ale v = [a]l—p oraz w = [alp. Ponadto kazdy
stan struktury K spelia nastepujaca formute

<a™>[(aa)*1p A <a™>[(aa)*]—p.

Przyklad 10.6 Niech p, g beda zmiennymi zdaniowymi i niech a, b beda atomowymi progra-
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mami. Ponadto niech & = (K, mg) bedzie struktura Kripkego zdefiniowana nastepujaco

K = {s,tyu,v}

{u, v}

{t, v}
{(t,0), (v, 1), (s, u), (u, s)}
= {{w,v), (v, u), (s, 1), (t,5)}.

2
=

S~— S/ S—
I

Nastepujacy rysunek ilustruje K.

s b t
q
a a
p u b (%
Nastepujace formuty sa prawdziwe w K.
— [(ab*a)*]
q < [(ba™)*1q
Ponadto niech « bedzie programem
a = (aaUbbU (abUba)(aa U bb)*(abUba))*. (14)

Program o traktowany jako wyrazenie regularne, generuje wszystkie stowa nad alfabetem
{a,b} o parzystej liczbie wystapieni a oraz b. Mozna pokazaé, ze dla dowolnego zdania ¢,
formula ¢ < [aly jest prawdziwa w K.

Zauwazmy, ze operator * jest z natury infinitarny. Z definicji domkniecie zwrotne i przechod-
nie relacji jest nieskonczong suma. 7 tego wzgledu twierdzenie o zwartosci nie zachodzi dla
PDL. Istotnie, zbiér

{<a™>p} U {=p, =<a>p, —<a?>p, .

jest skoriczenie spelialny (tzn. kazdy skoriczony podzbiér jest spehialny), ale caty zbidér nie
jest spelialny.

10.2 Przyklady tautologii PDL

W tej czesci przedstawimy przyklady tautologii PDL. Wszystkie dowody, jako tatwe pozosta-
wimy Czytelnikowi. Pierwsza grupa tautologii to schematy znane z logiki modalnej.
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Twierdzenie 10.7 Nastepujace formuty sq tautologiami PDL.

(i) <a>(p V) « <a>pV<a>)

(ii) [al(pAY) < [aleA [ady

(iii

(
(

[el(p =) — ([ale — [aly)
(

[l V [aly — [al(p V)

)
)
)
(iv) <a>(p A1) — <a>p A <a>)
)
) <>l L
)

[aly < —<a>—p.

Implikacje odwrotne w Twierdzeniu 10.7(iii)—(v) nie zachodza. Przykladowo implikacja od-
wrotna do (iv) nie jest spelniona w stanie u nastepujacej struktury Kripkego.

N

(A

Nastepna grupa tautologii, specyficzna dla PDL, dotyczy spdjnikéw programotworczych ; i U

oraz testu 7.
Twierdzenie 10.8 Nastepujace formuty sq tautologiami PDL.

(i) <aUB>p « <a>pV<B>p

laUBle < [aleA [Ble

[a; Bl < [a][Ble
(V) <p?>%  —  (pAY)

1y — (p— ).
Ostatnia grupa tautologii dotyczy operatora iteracji *.
Twierdzenie 10.9 Nastepujace formuty sq tautologiami PDL.

(i) [l — o

(i) p — <a™gp
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[*lp — [ade
<a>p — <a*><p
[a™*] p [a*a™] %)

<a*><p “—> <a*a*>¢

<o¢*>g0 — <a**><p
[*lp < oA [adla®]e
<a*><p — @V <a><a*><p

)
)
)
)
(vii) [a*lp < [@**1p
)
)
)
) [0*le = oA La*1(p — [aly)
)

(xii <a*>gp — oV <oz*>(ﬂ(p A <a>@).

Wiasnosé (ii) méwi, ze o™ jest semantycznie relacja zwrotna. Przechodnioéé relacji o™ jest
wyrazona w (vi). Natomiast fakt, ze o™ zawiera relacje a jest wyrazony w (iv). Implikacja «
w (xi) wyraza zasade indukcji. Baza jest zalozenie, ze wlasno$é ¢ jest spelmiona w pewnym
stanie u. Warunek indukcyjny méwi, ze w kazdym stanie osiggalnym z u poprzez skonczona
liczbe iteracji programu «, kolejne wykonanie o zachowuje wlasnosé ¢. Teza stwierdza, ze
wowczas ¢ jest spelnione we wszystkich stanach osiagalnych w skonczonej liczbie iteracji a.

10.3 Wilasnosé malego modelu

W tej czesci udowodnimy wlasno$é matego modelu dla PDL. Wiasno$é ta méwi, ze jesli ¢ jest
spelnialna to jest spelniona w pewnej skoriczonej strukturze Kripkego. Co wiecej, jak bedzie
wynikalo z dowodu, struktura ta ma co najwyzej 2/¢! stanéw, gdzie |p| oznacza rozmiar for-
mutly ¢. Wynika stad natychmiast rozstrzygalnos¢ problemu spelnialnosci dla PDL. Technika
zastosowana w dowodzie twierdzenia o malym modelu nosi nazwe filtracji i jest od dawna
stosowana w logikach modalnych. W przypadku PDL sytuacje komplikuje fakt, ze definicja
formutl i programéw jest wzajemnie rekurencyjna, co powoduje ze indukcyjne rozumowania
sg nieco bardziej delikatne. Wlasnosé matego modelu dla PDL zostata udowodniona w 1977 r.
przez M. Fischera i R. Ladnera.

Zaczniemy od definicji domkniecia Fischera-Ladnera. Zdefiniujemy dwie funkcje

FL : & — 2°
FIF : {lad¢|aecV, ped} — 2°

przez wzajemna indukcje

(a) FL(p) := {p}, gdy p jest zmienna zdaniowa

(b) FL(p — 1) = {p—9}UFL(p)UFL(%)
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(c) FL(L) = {l1}

(d) FL([aly) := FLP(lalp)U FL(y)

(e) FLP(laly) := {laly}, gdy a jest atomowym programem
(f) FIP(laUBly) = {[aUpBlp}UFLP(laly) U FLP([B]y)
(8) FL7(la; Blp) = {la; Blp}U FLY(a] [81p) U FIP(181y)
(h) FLP(la*le) = {la*1¢}UFLP([a] [a*1yp)

(i) FLR(7¢) = {71} U FL(Y).

Zbiér FL(p) jest nazywany domknieciem Fischera-Ladnera. Zauwazmy, ze definicja FL(p)
jest indukcyjna ze wzgledu na budowe formuly ¢, natomiast pomocnicza funkcja FLP jest
okreslona jedynie na formutach postaci [ale i jej definicja jest indukcyjna ze wzgledu na
budowe programu «. Tak wiec chociaz w warunku (h) formula po prawej stronie definicji jest
dhuzsza niz po lewej, to program a w zewnetrznej modalnoéci jest prostszy niz o™ i dlatego
definicja ta jest dobrze ufundowana.

Niech |a| oraz || oznaczaja dtugo$é programu « i formuly ¢ rozumiana jako liczbe wystapien
symboli nie liczac nawiaséw. Nastepujacy lemat podaje ograniczenie gérne na moc domkniecia
Fischera-Ladnera.

Lemat 10.10
(i) Dla dowolnej formuly ¢ mamy |FL(p)| < |p].

(ii) Dia dowolnej formuty [aly mamy |FLP(ladg)| < |al.

Dowdd:  Dowdd jest przez jednoczesna indukcje ze wzgledu na schemat definiujacy FL
oraz FLB. Pozostawimy go Czytelnikowi jako ¢wiczenie. &

Nastepny lemat ma charakter techniczny. Bedzie wykorzystany w dowodzie lematu o filtracji.
Lemat 10.11
(i) Jesli o € FL(p), to FL(o) C FL(y).

(i) Jesli o € FLP([ad ), to FL(o) € FLP([ady) U FL(y).

Dowéd:  Dowodzimy (i) oraz (ii) przez jednoczesna indukcje. Szczegdly pozostawiamy
Czytelnikowi jako éwiczenie. 1

Nastepujace wlasosci F'L sa bezposrednia konsekwencja Lematu 10.11.
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Lemat 10.12

(i) Jesli [ale € FL(p), to v € FL(p).
(i) Jesli [p?14 € FL(p), to p € FL(y).
(i) Jesli [arU Bl € FL(p), to [2]e € FL(g) oraz [B14 € FL(p).
(iv) Jesli [a; B1¢ € FL(p), to [a] [B1¢ € FL(p) and [B1 € FL().
)

(v) Jesli [a*™1¢ € FL(p), to [l [a™1¢ € FL(p).
Dla danej formuly ¢ oraz struktury Kripkego & = (K, mg) definiujemy nowa strukture

R/FL(¢) = (K/FL(p), mg/pr(y)), zwang filtracjq struktury & przez FL(p). Najpierw de-
finiujemy binarna relacje = w zbiorze stanéw K.

u=wv wtedy itylko wtedy, gdy Vi € FL(p) (u € mg(v)) <= v € mg(v))).

Innymi stowy utozsamiamy stany u oraz v jesli sa one nierozréznialne przez zadng formule ze
zbioru FL(y). Filtracja struktury jest zwykta konstrukcja ilorazowa. Niech

v|v=u}

[u] [ uwe K}
[

u
u] | uw € mg(p)}, gdy p jest zmienng zdaniows
([u], [v]) | (u,v) € mg(a)}, gdy a jest atomowym programem.

= {
= {
(
(

Przeksztalcenie mg, py () rozszerza sie w zwykly sposéb na wszystkie formuly i programy.

Nastepujacy lemat pokazuje zwiazek pomiedzy strukturami K oraz K/FL(p). Gléwna trud-
no$¢ techniczna polega tu sformulowaniu poprawnego zalozenia indukcyjnego. Sam dowdd
(jednoczesna indukcja) jest zupehie rutynowy i dlatego pozostawimy go Czytelnikowi jako
¢wiczenie.

Lemat 10.13 (o filtracji) Niech u,v beda stanami w strukturze Kripkego K.

(i) Dla dowolnej formuty 1 € FL(p), mamy u € mga(y)) <= [u] € Mg/ pr(e)(¥)-
(ii) Dla dowolnej formuty [ady € FL(p) zachodzi

(a) jesli <uvv> € mﬁ(a), to <[u]’ [UD € Mg/FL(p) (a);
(b) jesli ([u], [v]) € mg/pr(p) (@) oraz u € mga(ladi), to v € mg().

Z lematu o filtracji natychmiast dostajemy twierdzenie o matym modelu.

Twierdzenie 10.14 (Wlasnosé maltego modelu) Niech ¢ bedzie spetnialng formuteq PDL.
Woéwezas ¢ jest spetniona w strukturze Kripkego majacej co najwyzej 29 standw.
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Dowdd:  Jesli ¢ jest spelnialna, to istnieje struktura Kripkego K oraz stan u € K, taki
ze u € mg(p). Niech FL(y) bedzie domknieciem Fischera-Ladnera formuly ¢. Na mocy
Lematu 10.13 o filtracji mamy [u] € mg/py,)(¢). Ponadto 8/ FL(p) ma nie wiecej stanéw
niz liczba warto$ciowan przypisujacych wartosci logiczne formulom z FL(y). Tych ostatnich
jest, na mocy Lematu 10.10(i), co najwyzej 2/¢/.  u

7, powyzszego twierdzenia natychmiast wynika rozstrzygalnos¢ problemu speialnosci dla
formut PDL. Naiwny algorytm polegajacy na przeszukiwaniu wszystkich struktur Kripkego
o co najwyzej 2/#! stanach ma zlozonoéé podwéjnie wykladnicza wzgledem dtugodci formuty.
Uzywajac nieco sprytniejszej metody mozna rozstrzygnaé problem spetnialnosci w czasie po-
jedynczo wykladniczym. Zlozono$é¢ ta jest najlepsza mozliwa, mozna bowiem pokazaé, ze
problem spetnialnosci dla PDL jest zupelny w deterministycznym czasie wyktadniczym.

10.4 Aksjomatyzacja PDL

Podamy teraz system formalny dla PDL i naszkicujemy dowdd jego pelnodci. Jest to system
w stylu Hilberta.

Aksjomaty

P0) Aksjomaty logiki zdaniowej

)

) [al(p—v) — (lade — [al9)

) [ad(pAY) — [alpA laly

) [aUBly « [alpA [Ble

P4) [a; Bl < [a][Ble
) WMo < (b —9)

P6) p A [l @™l < [a*le
)

P7) o A [@*]1(p — [dp) — [a*]e (aksjomat indukeji)
Reguly dowodzenia

Mp) £ =Y
()71/}

¥

GEN
( ) [adp

Reguta (GEN) nazywana jest regula modalnej generalizacji. Jesli ¢ daje sie wyprowadzié
w powyzszym systemie poszerzonym o dodanie nowych aksjomatéw ze zbioru X, to bedziemy
to zapisywadé przez X F ¢. Jak zwykle piszemy F ¢, gdy X jest zbiorem pustym.

Fakt, ze wszystkie aksjomaty sa tautologiami PDL wynika z Sekcji 10.2. Pozostawimy
Czytelnikowi sprawdzenie, ze powyzsze reguly zachowuja wilasno$¢ bycia tautologia. Tak
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wiec kazde twierdzenie powyzszego systemu jest tautologia. Naszkicujemy dowdd twierdze-
nia odwrotnego, czyli tzw. twierdzenia o petnosci dla PDL. Przypomnijmy, ze zbiér formut
> jest sprzeczny, gdy X F L. W przeciwnym przypadku méwimy, ze 3 jest niesprzeczny.
W ponizszym lemacie zebrane sa podstawowe wilasnosci zbioréw niesprzecznych potrzebne do
dowodu twierdzenia o pelmosci.

Lemat 10.15 Niech X bedzie zbiorem formut PDL. Wowczas
(i) X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy XU {p} jest niesprzeczny lub XU {—p} jest
NieSPrzecIny;
(ii) jesli ¥ jest niesprzeczny, to ¥ jest zawarty w maksymalnym niesprzecznym zbiorze for-
mut.

Ponadto, jesli 33 jest maksymalnym niesprzecznym zbiorem formut, to

(i) ¥ zawiera wszystkie twierdzenia PDL;

(iv) jesli p € ¥ oraz p — Y € X, top € ¥;

(V) oV € X wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € X lub 1y € ¥;
(vi) o AN € X wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € ¥ oraz ¢ € ¥;
(vil) ¢ € ¥ wtedy i tylko wtedy, gdy —p & ¥;

(viil) L &X.

7 powyzszego lematu natychmiast dostajemy nastepujaca wlasnosé.

Lemat 10.16 Niech X oraz ' bedg maksymalnymi niesprzecznymi zbiorami formut oraz niech
a bedzie dowolnym programem. Nastepujace dwa warunki sq rownowazne:

(a) Dla dowolnej formuty 1, jesli ¢ € I', to <a>yp € 3.

(b) Dla dowolnej formuly v, jesli [alyp € ¥, to ¢ € T.

Struktura, ktora za chwile zbudujemy przy uzyciu maksymalnych niesprzecznych zbioréw for-
mutl nie bedzie struktura Kripkego z tego wzgledu, ze znaczeniem programu o™ nie bedzie mu-
siato by¢ domkniecie przechodnie i zwrotne relacji wyznaczonej przez . Spetione beda nieco
stabsze wilasnosci, wystarczajace jednak do przeprowadzenia dowodu twierdzenia o pelogci.

Definicja 10.17 Niestandardowq strukturq Kripkego nazwiemy kazda strukture 9 = (N, my)
spetniajaca wszystkie warunki struktury Kripkego podane w definicjach 10.2 oraz 10.3 za wy-
jatkiem warunku (14). Zamiast tego warunku zadamy, aby mq(a™) bylo relacja zwrotna
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i przechodnia, zawieralo relacje mg(«) oraz spemialo aksjomaty (P6) i (P7). Tzn. zamiast
warunku

mp(a®) = | mp(a)", (15)
n>0
zadamy, aby dla kazdego programu «, relacja my(a™) byla zwrotna, przechodnia, zawierata
mg(«v) oraz spelniala nastepujace dwa warunki dla dowolnej formuly ¢
my([@* 1) = mu(p A Lo a*1p) (16)
mo([a*]e) = ma(p A la*](e — [alg)). (17)

Wracamy teraz do konstrukcji struktury z maksymalnych niesprzecznych zbioréw formut.
Zdefiniujemy niestandardowsa strukture Kripkego 91 = (N, mgy) nastepujaco: Elementami
zbioru N sa maksymalne niesprzeczne zbiory formut PDL. Dalej:

ma(p) = {s|p€s}
my(a) = {(s,t) | dla wszystkich ¢, jesli ¢ € ¢, to <a>p € s}
= {(s,t) | dla wszystkich ¢, jesli [alp € s, to p € t}.
Z Lematu 10.16 wynika, ze obydwie definicje meg(«r) sa réwnowazne. Dowdd nastepujacego
twierdzenia pozostawimy Czytelnikowi.

Twierdzenie 10.18 Struktura N jest niestandardowaq strukturqg Kripkego.

Dowéd:  Fakt, ze 91 spelnia wlasnosci (16) oraz (17) wynika natychmiast z Lematu 10.15(iii)
oraz z aksjomatéow (P6) i (P7). Sprawdzenie pozostalych warunkéw pozostawimy Czytel-
nikowi jako ¢wiczenie. 1

Istotna cecha niestandardowych struktur Kripkego jest to, ze daje sie przenie$¢ na nie lemat
o filtracji (Lemat 10.13).

Lemat 10.19 (o filtracji dla niestandardowych struktur Kripkego)

Niech N bedzie niestandardowa strukturg Kripkego i niech w,v beda stanami w M.
(i) Dla dowolnej formuty 1 € FL(p), mamy u € mqn(v)) <= [u] € My/prp)(P).
(ii) Dla dowolnej formuty [ady € FL(p) zachodzi

(a) jesli <u,v) € m‘)’l(a):to <[’U,], [UD < m‘ﬁ/FL(cp)<O‘>;
(b) jesli ([u], [v]) € Moy pr(p) (@) oraz u € myp([ade), to v € mm().

Dowéd: Szczegdty dowodu tego lematu pomijamy, zachecajac jednoczesnie Czytelnika
do sprébowania wiasnych sit. Roéznica w dowodzie tego lematu w stosunku do dowodu
Lematu 10.13 polega na tym, ze w dowodze kroku indukcyjnego dla czesci (ii) dla przy-
padku, gdy « jest programem postaci 3* wykorzystujemy jedynie wlasnosci (16) oraz (17),
zamiast (15).

Mozemy juz teraz zakonczy¢ dowdd twierdzenia o pelnosci.
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Twierdzenie 10.20 (Pelnosé dla PDL)
KaZzda tautologia PDL jest twierdzeniem systemu: dla dowolnej formuty ¢, jesli = ¢, to = .

Dowéd:  Rozumujemy przez sprzecznosé. Jesli i ¢, to {—p} jest zbiorem niesprzecznym.
Zatem, na mocy Lematu 10.15(ii) istnieje maksymalny nesprzeczny zbior u formul PDL zawie-
rajacy —. Na mocy lematu o filtracji dla niestandardowych struktur Kripkego (Lemat 10.19)
stwierdzamy, ze - jest spelniona w stanie [u] skoriczonej struktury 9t/ FL(p). Latwo jest za-
uwazy¢, ze skoriczona niestandardowa struktura Kripkego jest zwykta struktura Kripkego (tzn.
taka, w ktorej zachodzi (15)). Tak wiec ¢ nie jest tautologia. To koriczy dowdd twierdzenia
o pelnosci. 1

Cwiczenia
1. Uzupekié¢ brakujace dowody w tej czesci.
2. Pokazaé, ze dla PDL nie zachodzi twierdzenie o dedukcji.

3. Rozszerzmy zbiér programéw poprzez dodanie spdjnika programotworczego N, interpretowanego
w strukturach Kripkego jako przeciecie teoriomnogosciowe relacji. Niech PDL~ oznacza logike
zdaniowa dla tak poszerzonych programéw. Pokazaé, ze PDLA nie ma wlasno$ci malego modelu,
tzn. ze istnieje spelnialna formula, ktéra nie jest spelniona w zadnej skoniczonej strukturze
Kripkego.

4. Udowodnié¢, ze spemialnosé formut logiki PDLn jest nierozstrzygalna. Wskazowka: Zakodowaé
problem ,domina” (pokrycia plaszczyzny plytkami).

79



11 Logika intuicjonistyczna

Logika klasyczna oparta jest na pojeciu wartosci logicznej zdania. Poprawnie zbudowane
i jednoznaczne stwierdzenie jest w tej logice klasyfikowane jako ,,prawdziwe” lub ,falszywe”.
Wartosé logiczna zdania zlozonego (np. implikacji) jest zas ustalana na podstawie wartosci
jego skladowych (niezaleznie od ich faktycznej tresci). W wiekszosci przypadkéw takie poste-
powanie jest naturalne i wygodne. Ale nie zawsze. Przypomnijmy na przyktad, ze klasyczna
materialna implikacja nie zawsze odpowiada jakiejkolwiek faktycznej zaleznosci pomiedzy
przestanka i konkluzja (Rozdzial 3.1). Inna konsekwencja dwuwartosciowosci logiki klasy-
cznej jest prawo wylaczonego srodka. Akceptujemy alternatywe p V —p, niezaleznie od tego
czy zdanie p jest faktycznie prawdziwe czy falszywe, a nawet nie wiedzac, co dokladnie to
zdanie wyraza. Zilustrujmy to na przykladzie:

Fakt 11.1 Istniejg takie liczby niewymierne x iy, ze xY jest liczbg wymierng.

Dowodd:  Jesli \/5\/i jest wymierne, to mozna przyja¢ © = y = /2, w przeciwnym przy-
padku niech x = \/iﬁ iy=+v2.

Powyzszy dowdd, przy calej swojej prostocie i elegancji, ma pewna oczywista wade: nadal nie
wiemy, jakie liczby naprawde spelniaja zadany warunek. A oto inny dowdd Faktu 11.1.

Dowéd 2: Dla 2 = /2 oraz y = 2log, 3 mamy ¥ = 3. |

Moéwimy, ze drugi dowdd, w odrdznieniu od pierwszego, jest konstruktywny. Oczywiscie,
konstruktywny dowdd zawiera w sobie wiecej przydatnej informacji niz niekonstruktywny, ale
z punktu widzenia logiki klasycznej, oba te dowody sa tak samo poprawne.

Logika, dopuszczajaca tylko wnioskowania o charakterze konstruktywnym, znana jest pod
tradycyjna, nieco mylaca, nazwa logiki intuicjonistycznej. W tej logice nie przypisujemy zda-
niom wartosci logicznych. Nieformalne objasnienie zasad logiki intuicjonistycznej postuguje sie
pojeciem konstrukcji. Zdanie jest uwazane za prawdziwe, gdy mozna podac jego konstrukcje,
tworzona wedlug nastepujacych zasad (od nazwisk Brouwera, Heytinga i Kolmogorowa zwa-
nych interpretacjq BHK):

o Konstrukcja dla ¢ N\ polega na podaniu konstrukcji dla ¢ i konstrukcyi dla ;

o Konstrukcja dla ¢ V ¢ polega na wskazaniu jednego ze sktadnikow ¢, v i podaniu kon-
strukcji dla tego sktadnika.

o Konstrukcja dla implikacji ¢ — 1 to metoda (funkcja) przeksztatcajaca kazda kon-
strukcje przestanki ¢ w konstrukcje dla konkluzji 1.

e Nie ma konstrukcji dla fatszu 1.

o Konstrukcja dla Yz p(x) to metoda, ktdra kazdej potencjalnej wartosci a zmiennej x
przypisuje konstrukcje dla p(a).
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o Konstrukcja dla 3z p(x) polega na wskazaniu pewnej wartosci a zmiennej x, oraz kon-
strukcji dla o(a).

Negacja intuicjonistyczna —¢ utozsamiana jest z implikacja ¢ — L. A zatem

o Konstrukcja dla —¢ to metoda obracajaca kazida ewentualng konstrukcje ¢ w absurd
(,rzecz, ktorej nie ma”).

Nie od rzeczy jest tu nastepujaca uwaga: o konstrukcji dla ¢ — 1 mozna mysle¢ jak o funkcji
typu @ — 1), bo przeciez konstrukcjom dla ¢ (obiektom ,typu ¢”) przypisuje ona konstrukcje
dla v, czyli obiekty ,typu ¥”. Za chwile wréocimy do tej analogii.

Przykiad 11.2 Konstrukcje dla formulty p — ——p mozemy zapisaé tak:

Przypusémy, ze dana jest konstrukcja C dla przestanki p. Wtedy konstrukcja dla
konkluzji =—p (czyli dla (p — L) — L) jest nastepujaca: dang konstrukcje dla
formuly p — L nalezy zastosowac do C.

Proéba podania konstrukeji dla implikacji odwrotnej =—p — p natrafia jednak na nieprzezwy-
ciezalng trudnosé. Aby wykorzystaé¢ dana konstrukcje dla (p — L) — L, musieliby$Smy mie¢
konstrukcje dla p — 1, a skoro jej nie mamy, to zalozenie jest bezuzyteczne.

Niemozliwe jest tez wskazanie konstrukcji dla schematu p V —p, nie znajac p nie mozemy
bowiem wskaza¢ zadnego z czlonow alternatywy.

Podobnie bedzie na przyklad z implikacja Vz(q V p(z)) — ¢V Vz p(x). Konstrukcja przestanki
dla kazdej wartosci a zmiennej x generuje albo konstrukcje dla ¢ albo konstrukcje dla p(a). Ale
skorzystaé z niej mozna tylko dla konkretnych wartoéci a. Tymczasem, aby podaé konstrukcje
dla konkluzji, musieliby$my umie¢ podjaé krytyczna decyzje ,,w ciemno”.

Proponujemy teraz Czytelnikowi wykonanie Cwiczenia 2, a nastepnie prébe znalezienia kon-
strukcji dla formut z Cwiczenia 5.

11.1 Intuicjonistyczny rachunek zdan

Objasnienia odwotujace sie do pojecia konstrukeji sa tylko nieformalne. Scisla definicje logiki
intuicjonistycznej moze stanowi¢ system wnioskowania, na przyklad w stylu naturalnej de-
dukcji. Dla uproszczenia ograniczymy sie tutaj do intuicjonistycznego rachunku zdan. System
naturalnej dedukcji dla takiego rachunku, przedstawiony ponizej mozna uwazaé za uscislenie
interpretacji BHK. Otrzymujemy go z systemu klasycznego (Sekcja 5.2) przez odrzucenie
reguly PS.14

MRobimy to, zauwazajac z pewns satysfakcja, ze wlagnie ta regula ,nie pasuje” do pozostalych, bo odbiega
swoja forma od zasady wprowadzania i eliminacji spojnikéw.
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Ciekawy jest sposéb w jaki z klasycznego rachunku sekwentéw (Sekcja 5.3) mozna otrzymaé
system dla logiki intuicjonistycznej. Otoz nalezy w tym celu ograniczy¢ liczbe formut wys-
tepujacych po prawej stronie sekwentéw do (co najwyzej) jednej, przy czym sekwent I' -

z pusta prawa strona mozna utozsamiaé¢ z sekwentem I' = L. Regula (V-prawa) traci wtedy
sens 1 trzeba ja zastapi¢ przez dwie reguty podobne do tych z Cwiczenia 11 w Rozdziale 5.
Pozostale regulty pozostaja w zasadzie bez zmian.
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Intuicjonistyczny system dowodzenia w stylu Hilberta dla logiki zdaniowej, w ktérej wystepuje
tylko implikacja i falsz, a negacja —p jest zdefiniowana jako ¢ — L, otrzymamy bardzo tatwo:
wystarczy usunaé¢ aksjomat ——p — ¢ z systemu klasycznego i dodaé jeden nowy:

(A3i) L — .

Ale aksjomaty (B1)—(B4) z Rozdzialu 5 do logiki intuicjonistycznej nie pasuja, bo nie zgadzaja
sie z interpretacja BHK. Trzeba wiec przyja¢ aksjomaty z Cwiczenia 2 do Rozdziatu 6, ktére
zamiast definiowaé koniunkcje i alternatywe, wyrazaja ich najwazniejsze wlasnosci.
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Fakt 11.3 Opisane powyzej intuicjonistyczne systemy dowodzenia (naturalna dedukcja, ra-
chunek sekwentéw oraz system Hilberta) sa sobie réwnowazne: formuta ¢ jest twierdzeniem
dowolnego z tych systemow wtedy ¢ tylko wtedy, gdy jest twierdzeniem kazdego z pozostatych.

Dowéd: Cwiczenie. 1

Semantyka topologiczna

Jak juz powiedzielismy, logika intuicjonistyczna rézni sie od klasycznej tym, ze nie odwotuje
siec do pojecia wartosci logicznej, a formalna definicja jest syntaktyczna (przez system do-
wodzenia) a nie semantyczna. Okazuje sie jednak, ze intuicjonistyczny rachunek zdan ma
ciekawa, semantyke topologiczna. Stanowi ona uogdlnienie semantyki klasycznego rachunku
zdati z Cwiczenia 7 do Rozdziatu 1. Réznica polega na tym, ze znaczeniami formut moga by¢
jedynie zbiory otwarte.

Definicja 11.4 Niech O bedzie rodzina wszystkich podzbioréw otwartych zbioru liczb rzeczy-
wistych R. Dla A C R, przez Int(A) oznaczymy wnetrze zbioru A, tj. najwiekszy zbiér otwarty
zawarty w A. Warto$ciowaniem w zbiorze O nazwiemy dowolng funkcje ¢ : ZZ — O. Dla
danego g, mozemy kazdej formule zdaniowej przypisaé¢ wartos¢ w O:

o [L], =0 oraz [T], = R;

e [p], = o(p), gdy p jest symbolem zdaniowym;
[-¢]e = Int(R — []o);

[V ¥]e = [¢lo U [¥]e

[ A]e = [ele N [¥]e

[o — ¥l = Int((R — [ o) U [¥])-

Powiemy, ze formuta ¢ jest prawdziwe w R, gdy jej wartoscia jest caly zbior R.

Twierdzenie 11.5 Formuta rachunku zdan jest intuicjonistycznym twierdzeniem, wtedy © tyl-
ko wtedy, gdy jest prawdziwa w R.

Uwaga: Implikacja ,tylko wtedy” w Twierdzeniu 11.5 zachodzi nie tylko dla liczb rzeczy-
wistych, ale takze dla dowolnej przestrzeni topologicznej.

Przyklad 11.6 Aby sie przekonaé, ze prawo wylaczonego srodka nie jest twierdzeniem logiki
intuicjonistycznej, przypusémy, ze o(p) = (0,00). Wtedy [pV —p], =R — {0} #R.

Jedli zas o(p) = R — {1} to takze [-—p — p], = R — {1}, wiec i formula —-—p — p nie jest
intuicjonistycznym twierdzeniem.
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Normalizacja dowodow

Wréémy teraz do systemu naturalnej dedukcji dla intuicjonistycznego rachunku zdan. Dla
uproszczenia ograniczmy sie na razie do tzw. minimimalnej logiki implikacyjnej, tj. do formut
zbudowanych z pomoca samej implikacji. Przypusémy, ze mamy taki dowdd:

(2)

1 :
Q) Lok

TFo Tkg—
Tk

(=D

(—E)

W tym dowodzie najpierw wprowadzamy implikacje, a zaraz potem ja eliminujemy. Mozna
jednak zrobi¢ inaczej. Tam gdzie w czesci (2) dowodu uzywane jest zalozenie ¢ mozna po
prostu wstawi¢ cala cze$é (1). Chociaz rozmiary nowego dowodu moga by¢ wieksze (zaloze-
nie ¢ moglo by¢ uzywane kilkakrotnie) to jednak jego struktura bedzie prostsza. Docelowo
mozemy uzyska¢ dowdd, w ktérym takie sytuacje jak na rysunku w ogdle nie wystepuja.
Taki dowéd nazwiemy dowodem mormalnym. Proces normalizacji dowodu jest podobny do
procesu eliminacji ciecia, a dowody normalne maja podobne zalety jak dowody bez cigcia.
W szczegolnosci, wyszukiwanie dowodu dla danej formuly staje sie tatwiejsze, jesli mozna sie
ograniczy¢ do dowodéw normalnych.

11.2 Lambda-termy z typami

Normalizacja dowodéw ma bliski zwiazek z rachunkiem lambda. Przypomnijmy tu podsta-
wowe definicje.

Definicja 11.7 Przyjmijmy, ze mamy pewien przeliczalny nieskonczony zbiér zmiennych
przedmiotowych. Termy rachunku lambda (lambda-termy) okreslamy przez indukcje:

e 7Zmienne przedmiotowe sa termami.

e Jesli M i N sa termami, to (MN) tez.

e Jesli M jest termem i x jest zmienna, to (AxM) jest termem.

Wyrazenie postaci (M N) nazywamy aplikacjq, a wyrazenie postaci (AzM) to A-abstrakcja.
Stosujemy nastepujace konwencje notacyjne:

— opuszczamy zewnetrzne nawiasys;
— aplikacja wiaze w lewo, tj. M NP oznacza (M N)P;
— piszemy Azxj ...z, .M zamiast Axi(... Az, M)---).

Uwaga: kropka w wyrazeniu A\zi ...z,.M zastepuje lewy nawias, ktérego zasieg rozciaga sie
do konca wyrazenia M. Zwyczajowo uzywa sie tez notacji Ax.M.
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Operator lambda-abstrakcji A, podobnie jak kwantyfikator, wiaze zmienne, tj. wszystkie wy-
stapienia * w wyrazeniu AzM uwaza sie za zwigzane. Zazwyczaj lambda-termy rozwaza
sie z doktadnoscia do alfa-konwersji, tj. utozsamia sie termy rézniace sie tylko zmiennymi
Zwigzanymi.

Pominiemy tu $cista definicje podstawienia M[N/x], ktéra jest podobna do definicji stosowanej
dla formut z kwantyfikatorami.

Definicja 11.8 Relacja beta-redukcji to najmniejsza relacja w zbiorze lambda-termow, spet-
niajaca warunki:

- (A\zP)Q —3 PlQ/x];
—jesi M —3 M', to MN —g M'N, NM —g NM' oraz A\e M —g AxM’.

Inaczej méwiac, M —3 M’ zachodzi gdy podterm termu M postaci (AzP)Q, czyli redeks,
zostaje zastapiony w M’ przez wynik podstawienia P[Q/z]. Znakiem —» 3 oznaczamy domknie-
cie przechodnio-zwrotne relacji —g. Moéwimy, ze term jest w postaci normalnej, gdy nie
zawiera zadnego redeksu, tj. nie redukuje sie.

Zauwazmy tu analogie pomiedzy redukcja (AxP)Q —p P[Q/z] i wywolaniem procedury P,
przy ktérym na miejsce parametru formalnego x podstawiony zostaje parametr aktualny Q.

Definicja 11.9 Przyjmijmy pewien zbidr typow atomowych, ktéry oznaczymy przez ZZ (zbiez-
nosé¢ oznaczen jest nieprzypadkowa). Powiemy teraz, ze

e Typy atomowe sg typami;

e Jedli o i 7 sa typami, to o — 7 jest typem.

A zatem nasze typy to po prostu formuly zdaniowe zbudowane przy pomocy samej implikacji.
Stosujemy taka konwencje, ze strzalka jest laczna w prawo, tj. napis ¢ — 7 — p oznacza
o — (1 — p).

Przez otoczenie typowe rozumiemy zbiér deklaracji postaci (z : 7), gdzie z jest zmienna
(przedmiotowa) a 7 jest typem. Zadamy przy tym, aby otoczenie bylo funkcja, tj. aby jedna
zmienna nie byla deklarowana dwa razy. Przez I'(x:0) oznaczamy otoczenie okreslone tak:

. _f T(y), jesliy # x;
[(z:0)(y) = { o, w przeciwnym przypadku.

Lambda-termom mozna teraz przypisywaé typy. Napis M : 7 stwierdza, ze M jest termem
typu 7. Interpretacja operatora — jest taka: Term typu 7 — o zaaplikowany do argumentu
typu 7 daje wynik typu o. Poniewaz typ termu moze zaleze¢ od typdéw jego zmiennych
wolnych, wiec nasz system przypisania typéw wyprowadza asercje postaci I' = M : 7, gdzie I’
jest otoczeniem typowym.
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Aksjomat: MNz:o)Fx:0
Reguly:
MNzxio)F M : 7 '-M:0—r1 '-N:o

Fl‘()\xM):UHT(AbS) (MN):T (App)

Wazne, ze takie przypisanie typu zachowuje sie przy beta-redukcji.

Fakt 11.10 JesliI'= M : 7 oraz M —g N, toI' = N : 7.

11.3 Izomorfizm Curry’ego-Howarda (formutly-typy)

Uderzajace podobieristwo pomiedzy regutami przypisania typow i regutami dowodzenia w na-
turalnej dedukcji bywa nazywane izomorfizmem Curry’ego-Howarda. Lambda-termy z typami
prostymi, to w istocie to samo co dowody w logice minimalnej. Bez wchodzenia w szczegdly
sformutujmy tu najwazniejsza konsekwencje tego izomorfizmu.

Fakt 11.11 Formuta implikacyjna @ jest twierdzeniem intuicjonistycznym wtedy @ tylko wte-
dy, gdy istnieje zamkniety (tj. bez zmiennych wolnych) lambda-term typu ¢.

Zwiazek pomiedzy dowodami i lambda-termami staje sie jeszcze bardziej interesujacy, gdy
zauwazymy podobienstwo dowodu ze strony 84 do beta-redeksu postaci (AxP)Q:

2)

1 :
() Dz Py

: (Abs)
'EQ:o F'EFXP:p—
App)
' (AxP)Q:

Normalizacja tamtego dowodu daje w wyniku dowdéd, ktérego odpowiednikiem jest term
P[Q/x]. Ewaluacja lambda-terméw (beta-redukcja) $cisle wiec reprezentuje zjawisko norma-
lizacji dowodéw. W szczegdlnosci okazuje sig, ze dowodom normalnym odpowiadaja termy
w postaci normalnej. Ma to niebagatelne znaczenie w zwiazku z nastepujacym twierdzeniem,
ktérego (nietrywialny) dowéd pomijamy.

Twierdzenie 11.12 KaZidy term z typami prostymi mozna zredukowac do postaci normalne;.

Whniosek z Twierdzen 11.10-11.12 jest taki: aby ustali¢ czy formula ¢ ma dowdd, nalezy
zbadaé, czy istnieje zamkniety term typu ¢ w postaci normalnej. W ten sposéb mozna
np. rozstrzygnaé, ktore z formul w Cwiczeniu 6 sa twierdzeniami intuicjonistycznymi.

Technika wyszukiwania dowodu danej formuly za pomoca konstrukcji odpowiedniego lambda-
termu daje sie uogdlni¢ dla jezykéw znacznie bogatszych niz zdaniowa logika implikacyjna
i znajduje zastosowanie w systemach wspomagajacych dowodzenie, takich jak system Coq.
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Przykiad 11.13 W mysl interpretacji BHK, konstrukcja (dowodem) koniunkcji ¢ A v jest
para konstrukcji, jedna ,,typu ¢” a druga ,,typu ¢»”. W naturalnej dedukcji, reguta wprowadza-
nia koniunkcji odpowiada tworzeniu takiej pary, a reguta eliminacji koniunkcji reprezentuje
rzutowanie na jedna ze wspéhrzednych. A wiec koniunkcja tak naprawde to samo co produkt
kartezjanski. Jesli rozszerzymy rachunek lambda o pary (rekordy) i rzutowania, bedziemy
mogli napisaé takie reguly przypisania typow zawierajacych znak koniunkcji.

'EM:o 'EN:y 'EM:pA 'EM:oA
I'E(M,N): oA FEm(M):p I'Emo(M) v

Cwiczenia

1. Twierdzenie o niedefiniowalnosci dobrego porzadku w logice pierwszego rzedu udowodniliSmy
dwukrotnie. Po raz pierwszy bylo to Cwiczenie 1 do Rozdziatu 4, po raz drugi Twierdzenie 8.8.
Ktéry z rozwazanych dowodéw dostarcza wiecej informacji i dlaczego?

2. Podac¢ konstrukcje dla nastepujacych formut:

(a) L—p;

b)) p—qg—r)=—q) —>p—r;
(¢) ===p — —p;

(d) (p—q) — (~q — —p);

(e) =(pVaq) < (=pA—g);

() ~=(pV-p);

(&) (»p— —q) — (-p — —q) = —q.

3. Udowodnié, ze formuly z Cwiczenia 2 sa twierdzeniami intuicjonistycznymi.
4. Udowodnié czesé ,tylko wtedy” Twierdzenia 11.5.

5. Udowodni¢, ze nastepujace klasyczne tautologie nie sa twierdzeniami intuicjonistycznymi, odwotu-
jac sie do semantyki topologiczne;j.

(@) (p—aq)—p) —p

)
(c)
(d) (p=g)eor)=@elgen))
(e) (==p—p) —pV-p;
) (p—q) < (-pVa);
() p—q)— (p—4q) —q

(@) (p—qg—r)—=(P—q —p—r;

() ((p—aq) —p)—p

() ((p—q) —p)—p)—a9—g

(d) (p—=a)—=r)—@—or)—m

(e) ((p—q)—r)—=(—r)—r)—q —q
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12 Logika drugiego rzedu

Sktadnie logiki drugiego uzyskujemy przez rozszerzenie zbioru regut sktadniowych dla logiki
pierwszego rzedu o kwantyfikatory wiazace symbole relacyjne. Z przyczyn technicznych tym
razem wygodnie nam bedzie przyjaé, ze podstawowymi spdjnikami logicznymi sa -,V i 3.

Definicja 12.1 Definicja formut drugiego rzedu jest indukcyjna, podobnie jak analogiczna
Definicja 2.5 dla logiki pierwszego rzedu. Jednak tym razem nie ustalamy sygnatury z gory.
e Kazda formula atomowa nad sygnatura > jest formula drugiego rzedu nad sygnatura X.

o Jesli p,v sa formutami drugiego rzedu nad sygnatura X, to ¢ V ¥ jest tez formuly
drugiego rzedu nad sygnatura, X.

o Jesli ¢ jest formula drugiego rzedu nad sygnatura X, to —p jest tez formuta drugiego
rzedu nad sygnatura .

e Jesli ¢ jest formula drugiego rzedu nad sygnatura > a x € X jest zmienna indywiduowa,
to dzyp jest tez formula drugiego rzedu nad sygnatura X.

e jesli ¢ jest formuta drugiego rzedu nad sygnatura X, a R jest symbolem relacji k-argu-
mentowej z 3, to IRy jest formula drugiego rzedu nad sygnatura ¥ — {R}.

Definicja semantyki jest tez podobna jak dla logiki pierwszego rzedu.

Zmaczenie formut atomowych jest identyczne jak w logice pierwszego rzedu.

(A, 0) = ¢ V1, gdy zachodzi (2, o) = ¢ lub zachodzi (2, o) | .
(2, 0) E —¢p, gdy nie zachodzi (A, o) E ¢.

(2, 0) = Jxp wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie a € A, ze zachodzi (U, 0%) E ¢.

Jesli A = (A, Ry,..., f1,...) jest struktura sygnatury ¥ — {R} oraz p jest wartos-
ciowaniem w tej strukturze, to (A, 0) = IR wtedy i tylko wtedy gdy istnieje struk-
tura 2’ nad sygnatura X o postaci (A, R, Ry,..., f1...) speliajaca (2, o) = .

Dualny kwantyfikator drugiego rzedu V wprowadzamy jako skrét notacyjny:

VR oznacza —3R-p.

12.1 Nieaksjomatyzowalnosé logiki drugiego rzedu

Spéjrzmy na nastepujacy przyklad zdania Ind nad sygnatura arytmetyki:

VR(R(0) ANVn(R(n) — R(s(n))) — VnR(n)).

88



Orzeka ono, ze kazda relacja jednoargumentowa (czy podzbiér uniwersum), ktéra zawiera 0
i jest zamknieta ze wzgledu na na operacje nastepnika, zawiera wszystkie elementy uniwer-
sum. Jest to wyrazona w jezyku drugiego rzedu zasada indukcji matematycznej. Twierdzenie
Dedekinda orzeka, ze po dotozeniu tego aksjomatu do zwyklych aksjomatéow arytmetyki Peano
PA (z ktérych mozna wtedy usunaé dotychczasowy schemat aksjomatu indukeji), otrzymu-
jemy aksjomatyzacje kategoryczna, czyli taka, ktéra ma z doktadnoscia do izomorfizmu tylko
jeden model 91 — ten standardowy. Zauwazmy przy okazji, ze przyklad ten wskazuje, iz dla
logiki drugiego rzedu nie zachodzi gérne twierdzenie Skolema-Léwenheima.

Wracajac do poprzedniego przykladu, widzimy, ze zbiér wszystkich zdan ¢ logiki pierwszego
rzedu, dla ktérych PA U {Ind} &= ¢, jest tozsamy z Th(M). Mozemy teraz udowodnié¢, ze
w odréznieniu od logiki pierwszego rzedu,

Twierdzenie 12.2 Logika drugiego rzedu mie ma Zadnego pelnego i poprawnego systemu
dowodowego.

Dowdéd:  Zbiér konsekwencji semantycznych {¢ | PAU{Ind} = ¢} = Th(N) nie jest nawet
rekurencyjnie przeliczalny, na mocy Wniosku 9.3. Tymczasem dla kazdego poprawnego sys-
temu dowodzenia X dla logiki drugiego rzedu, zbiér formut wyprowadzalnych z rekurencyjnego
zbioru PA U {Ind} jest rekurencyjnie przeliczalny. ®

Widzimy teraz jasno, ze logika drugiego rzedu jest niezwykle skomplikowana w badaniu, gdyz
wlasciwie zadne z pozytecznych twierdzen dotyczacych logiki pierwszego rzedu nie zachodzi
dla logiki drugiego rzedu. Jedynym, co zostaje, to odpowiednia modyfikacja gier Ehren-
feuchta i metoda Fraissé. Jednak ich praktyczna uzytecznosé jest réwniez znikoma wobec ich
ztozonosci. Np. w grze musza wystepowaé¢ rundy, w ktérych gracze wybieraja i zaznaczaja,
cale relacje na uniwersum obu struktur. Jednak dla bardzo ograniczonych syntaktycznie frag-
mentéw logiki drugiego rzedu mozliwym staje sie zapanowanie nad strategiami w odpowiada-
jacych im uproszczonych wersjach gry. Tymi wlasnie metodami udowodniono kilka twierdzen
o niemoznosci zdefiniowania w réznych fragmentach logiki drugiego rzedu réznych konkret-
nych wlasnosci.

W dalszym ciagu tego rozdzialu dowiemy sig, jaki jest stopien trudnosci pytan o wyrazalnosé
badz niewyrazalnosé réznych witasnosci w logice drugiego rzedu.

12.2 Roéwnowaznosé logiki MSO i automatéw skonczonych

W zastosowaniach czesto spotyka sie rézne fragmenty logiki drugiego rzedu, ktéra w catosci dla
wielu zastosowan jest zbyt silna. W tym rozdziale bedziemy zajmowali sie¢ monadyczng logikq
drugiego rzedu, ktora jest fragmentem logiki drugiego rzedu, powstalym przez ograniczenie
kwantyfikacji drugiego rzedu tylko do relacji jednoargumentowych (czyli zbioréw). Na oz-
naczenie tej logiki powszechnie stosuje sie skr6t MSO (od Monadic Second Order).

MSO jest logika bardzo czesto pojawiajaca sie¢ w zwiazku z informatyka. Tutaj zaprezentujemy
klasyczny wynik, taczacy te logike z teoria automatéow skonczonych.
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Niech >, bedzie sygnatura zlozona z symboli <, Xi,...,X,, w ktérej wszystkie symbole
relacyjne X; sa jednoargumentowe.

Definicja 12.3 Model sygnatury X, nazwiemy modelem-stowem gdy jego nosnikiem jest
skonczony odcinek poczatkowy zbioru liczb naturalnych a interpretacja symbolu < jest natu-
ralny liniowy porzadek liczb. Zbiér modeli-stéw nad 3, bedziemy oznaczaé¢ W,.

Skorzystamy tez tutaj z naturalnej wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci pomiedzy mo-
delami-stowami a niepustymi stowami nad alfabetem A4,, = {0,1}": stowu w € A;} odpowiada
model A(w) € W,, 0o mocy réwnej dtugosci w, a jego element k nalezy do interpretacji relacji X
wtedy i tylko wtedy, gdy k-ta litera stowa w jest ciagiem zerojedynkowym, ktéry ma jedynke
na pozycji ¢.

Odtad bedziemy momentami umy$lnie zacierali rozréznienie pomiedzy stowami a odpowiada-
jacymi im modelami-stowami. Zbiér {21 € W,, | A = ¢} mozna wiec naturalnie uwazaé za
jezyk stéw nad A,.

Sformulowane przez nas twierdzenie stosuje sie wprost tylko do alfabetéw o mocy postaci 2™.
Poniewaz jednak kazdy jezyk regularny mozna traktowaé¢ (po odpowiednim zakodowaniu)
jako jezyk nad takim wlasnie alfabetem, z ktorego nie wszystkie litery sa wykorzystywane,
ograniczenie to nie narusza ogdlnosci naszych rozwazan.

Twierdzenie 12.4 (Biichi, Elgot) Dla kazdego zdania ¢ monadycznej logiki drugiego rze-
du 2bior {w € Al | A(w) = p} jest reqularny, oraz dla kazdego jezyka reqularnego L nad A,
istnieje takie zdanie @ logiki MSO, Ze

{we A7 | Aw) ¢} =L —{e}.

Czasami tres¢ tego twierdzenia wyraza sie sloganem MSO = Reg.

W mysl tego twierdzenia, MSO mozna traktowac jako jeszcze jeden formalizm stuzacy definio-
waniu (niepustych) jezykéw regularnych, oprécz powszechnie znanych wyrazen regularnych,
automatow skonczonych i gramatyk regularnych.

Dowdéd:  Zaczniemy od prostszej drugiej czesci twierdzenia. Niech M = (Q, Ap, qo, A, F)
bedzie automatem skonczonym rozpoznajacym L, gdzie () to zbiér standw, ¢y € @ to stan
poczatkowy, F' C @ to zbidr stanéw akceptujacych a A C @ x A, x @Q to relacja przejscia.
Niech @ = {q1,...,q}. Chcemy wyrazi¢ za pomoca zdania MSO, ze istnieje akceptujace
obliczenie M na danym slowie.

Stanom M beda odpowiadaly dodatkowe symbole relacji jednoargumentowych X, 11, ..., Xpte.
Poczatkowo bedziemy wiec mieli do czynienia z modelami-stowami nad wieksza sygnatura 3,4 ¢.

Modele te maja odpowiadaé obliczeniom M na wladciwym stowie wejsciowym.
Formula o1 postaci Vo (A, ;<0 7(Xi(z) A X;(2)) A \/?:fﬂ Xi(z)) méwi o danym slowie,
ze w kazdym kroku obliczenia automat byt w jednym i tylko jednym stanie.

Formula ¢9 postaci JzVy(r < y A X,41(x)) méwi, ze w momencie rozpoczecia obliczenia
automat byl w stanie poczatkowym.
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Formula 3 postaci 32Vy(y < AV, cp Xnti(z)) méwi, ze w momencie zakoriczenia obliczenia
automat byt w jednym ze stanéw akceptujacych.

Formuta ¢4 jest postaci VaVy(—3z(z <2 Az <y) = V4, 7. 00ea Xn+i(@) Aa(z) A Xnir(y),
gdzie @ = a1 ... ay jest litera z Ay, zas ¥g(x) jest formula Ay; | —1y Xa(@)ANg | g,=0) 7 Xi(2).
Formuta ta méwi, ze dla kazdych dwoéch bezposrednio po sobie nastepujacych pozycji w slowie,
przejscie pomiedy nimi odbytlo sie zgodnie z jedng z mozliwosci dostepnych w relacji przejscia
automatu M.

Teraz zdanie
E|Xn+1 - XnJrg(gOl AL WANE AN 904)

orzeka, ze istnieje akceptujace obliczenie automatu M na danym slowie.

Przechodzimy teraz do dowodu pierwszej czesci. Tym razem dla danego zdania MSO musimy
skonstruowaé¢ automat skoriczony, ktéry akceptuje dokladnie te stowa nad A,, w ktérych to
zdanie jest prawdziwe.

W pierwszym kroku zastapimy MSO przez troche inng logike, ktérg nazwiemy MSOg. Poka-
zemy, ze jej formuly definiuja wszystkie jezyki modeli-stéw, ktére mozna zdefiniowaé w MSO.

Specyficzna cecha MSOy jest to, Ze nie ma w niej zmiennych indywiduowych (czyli tych,
ktorych wartosciami sa elementy) ani wiazacych je kwantyfikatoréw, a tylko symbole relacji
i kwantyfikatory drugiego rzedu. Natomiast jest znacznie wiecej formut atomowych.

Oto definicja sktadni i jednocze$nie semantyki MSOq — oczywiscie indukcyjna. Wobec braku
zmiennych pierwszego rzedu w definicji semantyki nie wystepuje warto$ciowanie.

e Formula atomowa X; C X; jest prawdziwa w modelu 2 € W, gdy relacja X; jest
zawarta w relacji Xj;.

e Formula atomowa Singl(X;) jest prawdziwa w modelu 2 € W, gdy relacja X; jest
singletonem (to wlasnie kwantyfikowaniem po relacjach, ktore sa singletonami zastapimy
kwantyfikacje po elementach obecna w MSO).

e Formula atomowa LessEq(X;, X;) jest prawdziwa w modelu % € W,,, gdy wszystkie
elementy w relacji X; sa mniejsze badZ réwne od wszystkich elementéw w relacji X;.

o Jesli p, v sa formutami MSOqg a X; jest symbolem relacyjnym, to formutami sa takze
VY, @ idX;p, ktorych semantyka jest standardowa.

Thimaczenie danego zdania ¢ z MSO nad ¥, na réwnowazne mu w W, zdanie ¢ w MSQOyq
definiuje sie nastepujaco. Po pierwsze, zamieniamy nazwy zwiazanych zmiennych pierwszego
rzedu tak, ze zmienna wigzana przez kazdy kwantyfikator jest inna. Bez utraty ogdlnosci
mozemy zalozyé¢, ze sa to zmienne xi,...,xy. Teraz wszystkim zmiennym wystepujacym
w  przypisujemy dodatkowe, nowe symbole relacji, powiedzmy, ze zmiennej x; przypisu-
jemy X 4.
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Xl(x]) to Xn+j C X;.

o (.ZUZ = .%'j) to Xn—i—i C Xn+j A Xn+j C Xn+z'-

o (1; < gjj) to LGSSEQ(Xn+iaXn+j)‘

(¢ V1) ma postaé ¢ V {/;

e (—¢) ma postaé —@.

Formule (3z;¢) definiujemy jako 3X,,1;(Singl(Xn1i) A ©).

Formule (3X;p) dla i < n definiujemy jako 3X;p.

Przez indukcje ze wzgledu na budowe ¢ udowodnimy teraz, ze

Dla kazdego modelu-stowa (A, X1,...,X,) i kaZdych ay,...,a; z jego nosnika,
nastepujgce warunki sq rownowazne:

o« (A X1 Xo)oor an,. .z a) g
o (A Xy,....Xpn, {ar},....{ae}) E®

Wszystkie kroki indukeji sa catkowicie standardowe i pozostawiamy je Czytelnikowi.

Zatem istotnie, kazdy zbidr stéw-modeli, ktory mozna zdefiniowaé¢ zdaniem MSO mozna tez
zdefiniowaé zdaniem MSQq. Teraz dla takiego zdania pozostaje skonstruowaé¢ automat skori-
czony, ktéry akceptuje dokladnie te stowa nad A, w ktérych to zdanie jest prawdziwe.

Sprawa jest teraz duzo latwiejsza niz dla oryginalnego MSO, bo kazda formuta MSQOq definiuje
jakis jezyk nad A, k.

Sprawdzenie, ze formuty atomowe definiuja jezyki regularne, pozostawiamy Czytelnikowi jako
¢wiczenie.

Jezyk definiowany przez ¢ V 1 jest suma jezykow definiowanych przez ¢ i ¢, czyli jako suma
jezykow regularnych sam jest regularny.

Jezyk definiowany przez —¢ jest dopelnieniem regularnego jezyka definiowanego przez ¢, czyli
sam tez jest regularny.

W wypadku formuly 3X;p, o ktérej zaktadamy, ze i jest najwyzszym indeksem symbolu
relacyjnego wystepujacego w @, bierzemy automat rozpoznajacy jezyk nad A; definiowany
przez . Nastepnie modyfikujemy go tak, by dzialal nad alfabetem A;_1, przy kazdym prze-
jéciu niedeterministycznie zgadujac, czy i-ta wspoélrzedna litery z alfabetu A; znajdujacej sie
w tej koméree tasmy jest 1 czy 0. 1

Twierdzenie Biichi ma daleko idace konsekwencje dla rozstrzygalnosci wielu interesujacych
probleméw.
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Whniosek 12.5 Nastepujace problemy sq rozstrzygalne:

o (Czy istnieje model-stowo, w ktorym dane zdanie ¢ z MSO jest prawdziwe?

o Czy dane zdanie ¢ z MSO jest prawdziwe w kazdym modelu-stowie?

Dowdd: Procedura rozstrzygajaca oba problemy polega na przetworzeniu formuty ¢ w row-
nowazny jej automat skoniczony (np. w sposéb opisany w dowodzie poprzedniego twierdzenia),
a nastepnie przeprowadzeniu testu na automacie. &

12.3 Informacja o tw. Fagina i Stockmeyera

Naturalne jest pytanie, czy mozna réwnie elegancko, jak to zrobil Biichi, scharakteryzowadé
zbiory modeli definiowalnych w pelnej logice drugiego rzedu. OdpowiedZ na to pytanie po-
jawita sie w dwoch krokach.

W pierwszej charakteryzacji wystepuje egzystencjalna logika drugiego rzedu, czasami ozna-
czana symbolem X}, czyli zbiér tych formul petnej logiki drugiego rzedu, w ktérych wszystkie
kwantyfikatory drugiego rzedu wystepuja na poczatku formuty, a za nimi jest juz tylko zwykte
zdanie pierwszego rzedu:

zdanie pierwszego rzedu

Dla tej logiki sytuacja wyglada nastepujaco:

Twierdzenie 12.6 (Fagin) Dla kaZdego zdania ¢ egzystencjalnej logiki drugiego rzedu zbior
{w € A} | A(w) E ¢} nalezy do NP, oraz dla kaidego jezyka L € NP istnieje zdanie ¢
egzystencjalnej logiki drugiego rzedu takie, Ze

{we A7 | Aw) | ¢} =L —{e}.

Podobnie jak twierdzenie Biichi i Elgota, ono tez bywa reprezentowane sloganem X1 = NP.

Oczywiscie NP to stynna klasa zlozonosci probelméw rozstrzyganych przez niedeterministy-
czne maszyny Turinga o wielomianowej ztozonosci czasowej.

Pelna logika drugiego rzedu, oznaczona tu przez SO, tez ma analogiczna charakteryzacje,
ktéra w postaci sloganu wyraza sie przez SO = PH i zostata udowodniona przez Stockmeyera.
Precyzyjna postaé tego twierdzenia jest analogiczna do poprzednich, a PH to hierarchia wielo-
mianowa, rowniez doskonale znana z teorii zlozonosci.

Przed przejsciem do nastepnego tematu wypada zauwazy¢, ze twierdzenia Fagina i Stock-
meyera w istocie obowiazuja w zakresie szerszym niz tylko dla modeli-stéw. Dotycza one
takze dowolnych struktur skonczonych, o ile zatozy sie odpowiednio rozsadny sposéb opisy-
wania ich we wzajemnie jednoznaczny sposéb za pomoca stéw.
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Po poznaniu twierdzen Fagina i Stockmeyera lepiej rozumiemy trudnosci badania logiki dru-
giego rzedu. Jest to zadanie co najmniej réwnie nietatwe, jak najtrudniejsze pytania teorii
ztozonosci, z ktérymi uczeni borykaja sie od kilkudziesieciu lat, jak dotychczas bezskutecznie.
Np. dowdd, ze kazdy zbidr stéw, ktéry jest definiowalny formuts logiki drugiego rzedu, jest tez
definiowalny formula Z%, implikowalby natychmiast, ze NP = PH, a zatem takze NP = coNP.
Zauwazmy przy tym, ze kazdy zbior stéw, ktory jest definiowalny w MSQO, jest tez definiowalny
za pomocy formuty ktéra nalezy jednocze$nie do MSO i Z%. Wynika to z postaci formuty
definiujacej zbiory regularne, ktéra pojawia sie w dowodzie twierdzenia Biichi. Zatem na
poziomie kwantyfikacji wylacznie po relacjach jednoargumentowych, pozadana réwnosé za-
chodzi. Jednak przejécie do relacji o dowolnej liczbie argumentéw wydaje sie niezmiernie
trudne.

12.4 Informacja o tw. Rabina

Twierdzenie Rabina to inne, daleko idace uogdlnienie twierdzenia Biichi.

Nieskoniczone pelne drzewo binarne to struktura ¥ nad sygnatura =, sg, s1, w ktérej sg i s1
to symbole jednoargumentowych funkcji. Nosnik ¥ to zbiér {0, 1}* skoriczonych stéw zeroje-
dynkowych, a funkcje sa okreslone przez réwnosci so(w) = w0 oraz s;(w) = wl.

Twierdzenie 12.7 (Rabin) Zbior zdan logiki MSO, ktore sq prawdziwe w ¥ jest rozstrzy-
galny.

Wszystkie znane dowody twierdzenia Rabina opieraja sie na tym samym pomysle, ktory poz-
naliSmy w dowodzie twierdzenia Biichi: formuty logiki MSO sa tlumaczone na réwnowazne
im automaty w taki sposob, ze formula jest prawdziwa w drzewie ¥ (poetykietowanym do-
datkowymi symbolami w wierzchotkach) wtedy i tylko wtedy, gdy automat akceptuje to
drzewo. Szczegdty tych dowoddéw sa zawsze bardzo skomplikowane. Nagroda jest za to wynik,
ktory jest jednym z najsilniejszych znanych twierdzen o rozstrzygalnosci, nie tylko zreszta,
w logice. Rozstrzygalnosé wielu innych probleméw decyzyjnych wykazano po raz pierwszy
przez ich odpowiednie przettumaczenie (czyli zredukowanie) na pytanie o prawdziwo$é zdan
MSO w nieskoticzonym drzewie binarnym.

Cwiczenia
1. Napisaé zdanie logiki drugiego rzedu aksjomatyzujace pojecie porzadku ciagltego i wywnioskowadé
stad, ze dla tej logiki nie zachodzi takze dolne twierdzenie Skolema-Lowenheima.
2. Pokazaé, ze odpowiednik twierdzenia o zwartosci nie zachodzi dla logiki drugiego rzedu.

3. Napisa¢ zdanie MSO, ktorego wszystkie skonczone modele to dokladnie te grafy, ktoére sa
3-kolorowalne.

4. Napisaé zdanie ¥}, ktérego wszystkimi modelami sa doktadnie struktury skoriczone.

5. Napisa¢ zdanie MSO, ktére definiuje jezyk regularny skladajacy sie z tych wszystkich stéw nad
Ay ={0,1}, w ktérych liczba jedynek jest parzysta.
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13 Logika w informatyce

W tym rozdziale naszkicujemy skrétowo kilka nie wspomnianych dotychczas zagadnien logiki,
ktore wiaza ja z informatyka. Wybdr jest dosé arbitralny, a opisy niezbyt wyczerpujace.
Stanowia one raczej zaproszenie do dalszych, wtasnych poszukiwan, niz zamkniety wyktad
prezentowanych zagadnien.

13.1 Zdaniowe logiki tréjwartosciowe

Logika klasyczna, o ktorej mowa w Wykladzie 1, jest logika dwuwartosciowq.

Pierwsze logiki trojwartosciowe skonstruowali niezaleznie od siebie polski logik Jan Lukasiewicz
i amerykanski (ale urodzony w Augustowie) logik i matematyk Emil Post. Motywacje Posta
byly raczej kombinatoryczne, natomiast Lukasiewicz swoja konstrukcje popart glebokim wywo-
dem filozoficznym. Argumentowal miedzy innymi, ze zdania o przysztosci, typu ,, jutro pdjde
do kina”, nie sa dzisia] jeszcze ani prawdziwe, ani falszywe, bo przypisanie im ktorejs z tych
wartodci zaprzeczaloby istnieniu wolnej woli. Aby logika mogla jako$ zdaé¢ sprawe ze statusu
zdan o przysztosci, musi im przypisa¢ inna, trzecia warto$é¢ logiczna.

Trzeba tu zaznaczyé, ze zupelnie inng propozycja rozwiagzania tego samego problemu jest
stworzona przez Brouwera logika intuicjonistyczna, ktéra poznaliémy w Wykladzie 11.

Zanim przejdziemy do czesci troche bardziej formalnej, rozwazmy jeszcze dwa przyktady
wziete z zywej informatyki, gdzie takze naturalnie pojawia sie trzecia warto$¢ logiczna.

Przykiad 13.1 Rozwazmy dwie deklaracje funkcji w Pascalu:

function f(x,y:boolean):boolean;
begin

end;

function g(x,y:boolean):boolean;
begin

end;
a nastepnie ich uzycie
if f(x,y) and g(x,y) then ... else ...;

Wydaje sie na pierwszy rzut oka, ze to sytuacja rodem z logiki klasycznej, ale nie: przeciez
i figmoga da¢ w wyniku obliczenia wartosci true, false lub sie zapetli¢, ktore to zdarzenie
jest forma trzeciej wartosci logicznej. Sposob, w jaki sie z nia obejdzie funkcja and zalezy
od wyboru programisty: moze on zastosowaé albo krétkie albo dlugie wyliczenie w swoim
programie.
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Przykiad 13.2 Inna sytuacja to tabela stworzona za pomoca nastepujacej instrukeji SQL
w relacyjnej bazie danych:

CREATE TABLE A (

id INTEGER PRIMARY KEY auto_increment,
valid BOOLEAN,
);

Przy takiej deklaracji, tabela A bedzie mogta w kolumnie valid zawiera¢ trzy wartosci lo-
giczne: TRUE, FALSE i NULL, a logika tréjwartosciowa objawi swoje dzialanie przy wykonaniu
np. zapytania

SELECT x*
FROM A AS A1, A AS A2
WHERE Al.valid and A2.valid

Definicja 13.3 Zbidr formut zdaniowej logiki tréjwartosciowej to zbidr tych formut zdaniowej
logiki klasycznej (patrz Definicja 1.1), w ktérych wystepuja tylko spéjniki =, V i A.

Wywotane w ten sposéb zawezenie skladni zrekompensujemy niezwlocznie po stronie seman-
tyki.

Przez tréjwartosciowanie zdaniowe rozumiemy dowolna funkcje o : ZZ — {0, %,1}, ktora
zmiennym zdaniowym przypisuje wartosci logiczne 0, % il.

Wartosé formuly zdaniowej o przy tréjwartoSciowaniu ¢ oznaczamy przez [a], i okreslamy

przez indukcje:

e [pl, = o(p), gdy p jest symbolem zdaniowym;
[-ad, = F-([edo);

[V Ble = Fa(lale, [8le):

[o A Ble = Fu(lale, [8le):

[~a]e = F-([ed,)-

Rézne wybory funkcji F\/, Fp : {O,%,l} X {0,%,1} — {0,%,1} i Fo o {07%71} N {0’%,1}
prowadza do réznych logik tréjwartosciowych.

Zaczniemy od logiki najstarszej, zwanej dzis logika Heytinga-Kleene-Lukasiewicza:
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Jest to logika niewatpliwie nadajaca sie do rozwiazania zadania, ktore sobie Lukasiewicz
postawil. Sposéb traktowania wartosci logicznej % jest taki, ze nalezy ja rozumie¢ jako ,, jeszcze
nie wiadomo”.

Warto zauwazy¢, ze w przypadku tej logiki zachodza réwnosci

b [[_‘C“]]Q =1- [[a]]gv
o [aV ], =max{[a],, [A]},
o [aA Bl =min{[a],, [Bl,}

znane z Definicji 1.2, tak wiec mozna ja traktowaé jako literalne uogélnienie logiki klasycznej.

Zachowanie stalych i operacji logicznych w jezyku SQL rzadzi si¢ wlasnie prawami logiki
Heytinga-Kleene-Lukasiewicza.

Zupelnie inng logike zaproponowal Bochvar:

[ Py [ Ry |[F]
x\yOl%x\yOl%w
0 [0 0 3 0 [0 1 5| [0]1
1 10 1 3 1 (11 4| [1]0
11 11 I
2 12 2 2 2 12 2 2 2 |2

Czytelnik bez trudu rozpozna, ze jest logika wlasciwa dla Przyktadu 13.1, gdy programista
wybierze dlugie wyliczenie wyrazen logicznych. W sensie tej logiki stala % oznacza awarie lub
blad.

Dalej mamy dosé¢ egzotycznie wygladajaca logike Sobocinskiego:

O O OO
— = O
NoI—= = O ol
NI—= = O oI

o= O =

=

Jednak i ona ma swdj powazny sens. W niej stata logiczna 5 oznacza ,nie dotyczy” lub
yhieistotne”. Wszyscy odruchowo wrecz stosujemy te logike przy okazji wypetiania réznych
formularzy i kwestionariuszy. Odpowiadajac na rézne pytania sformulowane ,tak lub nie”
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w niektorych polach na odpowiedzi umieszczamy ,nie dotyczy” a potem podpisujemy sie
pod dokumentem mimo ostrzezenia ,,éwiadomy/ ma odpowiedzialnosci karnej za skladanie
falszywych zeznan ...oswiadczam ze wszystkie odpowiedzi w tym formularzu sa zgodne ze
stanem faktycznym.” Po prostu stosujemy tu logike Sobocinskiego, w ktérej koniunkcja kilku
wyrazéw o wartosci 1 i kilku wyrazéow o wartosci % daje wynik 1. Na szczescie, organy
kontrolne chyba tez znaja ten rachunek zdan i stosuja go do oceny naszych zeznan. ..

Przechodzac do logik wygladajacych na pierwszy rzut oka jeszcze niezwyklej, natrafiamy na
logike z nieprzemienna koniunkcjg i alternatywa, ktéra opisuje spdjniki logiczne w Pascalu,
wyliczane w sposéb krétki:

| Fazy) | [ Ry || F |
x\yOl%x\yOl%x
0 [0 00 0 |01 5| [0]1
1 o0 1 % 1 |1 1 1| [1]0
11 11 101 1 1] [II
2 12 2 2 2 2 2 2 2 | 2

Dla kazdego z powyzszych rachunkéw logicznych zasadne i interesujace sa pytania o to czym
jest tautologia, o aksjomatyzacje i systemy dowodzenia. Tak samo jest z innymi logikami
wielowartosciowymi, bo Czytelnik juz zapewne zauwazyl, ze o ile jest jedna sensowna logika
dwuwartosciowa i kilka, wzajemnie konkurencyjnych sensownych logik tréjwartosciowych, to
przy wzroscie liczby wartosci logicznych, liczba sensownych logik tez musi rosnaé. Tytutem
przyktadu: mozna sobie bez trudu wyobrazi¢ logike, w ktérej chcielibyémy mie¢ jednocze$nie
dwie rézne stale odpowiadajace ,,nie wiadomo” i ,nie dotyczy”. Taka logika miataby wiec co
najmniej cztery wartosci logiczne. Jak tatwo sie domysli¢, ogromnym obszarem zastosowan
logik wielowarto$ciowych jest sztuczna inteligencja i reprezentacja wiedzy.

Logika intucjonistyczna tez moze by¢ w pewnych sytuacjach traktowana jako logika wielo-
wartosciowa. W tym przypadku potrzeba tych wartos$ci nieskonczenie wiele. Odpowiednio
staranne spojrzenie na Definicje Twierdzenie 11.5 pozwala w nim dojrze¢ wlasnie opis zbioru
tautologii zdaniowej logiki intucjonistycznej jako zbioru tautologii logiki nieskonczeniewielo-
wartosciowej, w ktorej zbior wartosci logicznych to rodzina podzbioréw otwartych R. Trzeba
jednak zaznaczy¢, ze podejscie to zatraca pewne istotne intuicje.

13.2 Tw. Codda

Twierdzenie Codda laczy ze soba swiat logiki i Swiat relacyjnych baz danych. Zostanie ono
sformutowane i dowiedzione w tym rozdziale. Orzeka ono, ze logika pierwszego rzedu i algebra
relacyjna, znana z wykladu baz danych, sa wzajemnie na siebie przekladalne, przy zatozeniu
dla logiki pierwszego rzedu tzw. semantyki dziedziny aktywne;j.

Na potrzeby niniejszego rozwazania zakladamy i ustalamy skonczona sygnature 3, ztozona,
wylacznie z symboli relacji i stalych, jak to zwykle ma miejsce w bazach danych.

Definicja 13.4 Tytulem przypomnienia (Czytelnik powinien znaé algebre relacyjna z wy-
ktadu baz danych) i dla ustalenia notacji, definiujemy sktadnie algebry relacyjnej AR nad .
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o Kazdy symbol relacji n-argumentowej z ¥ z wyjatkiem réwnosci jest n-argumentowym
wyrazeniem AR.

e Jedli Fi F san-argumentowymi wyrazeniami AR, to FUF, E—F tez sa n-argumentowymi
wyrazeniami AR.

e Jedli Fi F san-argumentowymi wyrazeniami AR, to FUF, E—F tez sa n-argumentowymi
wyrazeniami AR.

e Jedli F jest m-argumentowym wyrazeniem AR oraz iq,...,4; jest ciagiem réznych ale
niekoniecznie wszystkich elementéw zbioru {1,...,n}, tom;, . s, E jest k-argumentowym
wyrazeniem AR. W szczegdlnosci ciag ten moze byé pusty, zas wFE jest wyrazeniem
0-argumentowym.

e Jedli F jest n-argumentowym, zas F' jest m-argumentowym wyrazeniem AR, to ¥ x F
jest n + m-argumentowym wyrazeniem AR.

e Jedli F jest n-argumentowym wyrazeniem AR oraz 6 jest zbiorem réwnosci postaci
‘%4 = j lub % = ¢, gdzie i,5 € {1,...,n} za$ ¢ nalezy do zbioru symboli stalych
z sygnatury Y, to ogF jest n-argumentowym wyrazeniem AR.

Semantyka algebry relacyjnej jest nastepujaca: dla danej struktury 2 nad 3, kazdemu n-ar-
gumentowemu wyrazeniu F algebry relacyjnej przypisujemy n-argumentowa relacje [E] w A.
Definicja oczywiscie przebiega indukcyjnie wzgledem budowy FE.

Jedli R nalezy do ¥, to [R] = R*.

[EU F] = [E] U [F] oraz [E — F] = [E] - [F].
Hﬁil,...,ikE]] = {<ai1,...,aik) ’ <a1,...,ak> S [[E]]}
[Ex F] = [E]x [F] = {{a1, . an, b1 bm) | (a1, an) € [E]i (b1 ... bm) € [F]}.

[ooE] = {{a1,...,as) € [E] | @i = aj, gdy (i = j) € 0 oraz a; = ¥, gdy (i = ¢) € 6}.

Warto zauwazy¢, ze [tE] = {()}, czyli jest zbiorem zlozonym z ciagu pustego, gdy [E] jest
niepusty, oraz jest pusty w przeciwnym wypadku. Z kolei [ogE] = [E].

Jak wiadomo, AR jest teoretycznym modelem jezyka zapytan do relacyjnych baz danych. Po-
kazemy teraz, ze algebra relacyjna jest Scidle powiazana z logika pierwszego rzedu, a we wszyst-
kich sytuacjach naturalnych z punktu widzenia teorii baz danych, jest jej nawet réwnowazna.

Dla danej formuly « logiki pierwszego rzedu takiej, ze FV (a) = {z;,,...x;, }, oraz struktury
A = (A,...) okredlimy interpretacje tej formuly w 2, oznaczang [«], jak nastepuje:

lo] ={{a1,...,an) € A" | (X, 24, : a1,... i, : an) F .
Intuicyjnie, [a] to relacja definiowana przez formule v w danej strukturze.
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Definicja 13.5 Aktywnq dziedzing struktury 2 nazwiemy podzbiér ad(2A) C A jej uniwer-
sum, zlozony z wszystkich elementéw ktore sa wartosciami stalych z sygnatury badz wystepuja
jako wspélrzedna w co najmniej jednej krotce nalezacej do interpretacji jakiegos symbolu rela-
cyjnego z sygnatury.

Jak tatwo zauwazy¢, interpretacje wszystkich wyrazen algebry relacyjnej obliczane w 2L sa
w istocie relacjami w dziedzinie aktywnej.

Inaczej jest w logice pierwszego rzedu: uzycie negacji prowadzi natychmiast do formut, ktérych
interpretacje zawieraja elementy spoza aktywnej dziedziny.

Zatem w pelnej ogélnosci sa formuty logiki pierwszego rzedu, dla ktérych nie istnieje wyrazenie
algebry relacyjnej o tej samej interpretacji w kazdej strukturze.

Jednak gdy zalozymy, ze A = ad(2l), to sytuacja sie zmienia. Wyrazem tego jest ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie 13.6 (Codd)

1. Dla kazdego wyrazenia E algebry relacyjnej istnieje taka formuta ag logiki pierwszego
rzedu, ze dla kazdej struktury 2 spetniajacej A = ad(2), zachodzi [o] = [E].

2. Dla kazdej formuty o logiki pierwszego rzedu istnieje wyrazenie E, algebry relacyjnej
takie, ze dla kazdej struktury 2 spetniajacej A = ad(2l), zachodzi [E] = [«].

Dowdéd: Obu czesci twierdzenia bedziemy dowodzié przez indukcje ze wzgledu na budowe:
w pierwszym punkcie wyrazenia E, a w drugim formuly «.

Przy konstrukcji ag bedziemy dbaé o to, zeby FV(ag) = {z1,...,z,}, gdzie n to liczba
argumentow F.

Gdy F jest n-argumentowym symbolem relacyjnym R, to ap ma postaé R(z1,...,z,),
a prawdziwo$é tezy jest oczywista.

apur definiujemy jako ap V ap, zas ag_r jako ag A ~ap. I w tym przypadku teza jest
oczywista.

Aby skonstruowaé O, .0 B tWOrzZymy formute dzj, ... dz;, ,«, gdzie ji,...,jh—r to wy-
pisane w obojetnej kolejnosci elementy zbioru {1,...,n} — {i1,...,ix}. Nastepnie dokonu-
jemy w niej zamiany nazw zmiennych zwiazanych tak, by ich numery byly wieksze niz n,
a zmienne wolne przemianowujemy z z;; na y;,. Niech 8 bedzie otrzymana w ten sposéb

.....

spelnia teze.

Przy konstrukcji apxp postepujemy nastepujaco: dokonujemy zamiany nazw zmiennych
zwigzanych w formule ap w ten sposéb, by mialy one numery wieksze niz n + m, zas
za zmienne wolne 1, ..., %, podstawiamy kolejno z,41,...,ZTn+m. Niech powstala formula
nazywa sie Br. Wtedy definiujemy apxr jako agp A Bp. Oczyiscie ta formula spetia teze.
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Na zakonczenie tej czesci dowodu okreslamy formule a,, £ jako
ap N\ /\ T; =25 N\ /\ T; = C.
‘= jeo ‘i =cel
I tym razem sprawdzenie, ze ta formula spehia teze indukcyjna jest natychmiastowe.

Przystepujemy teraz do tlumaczenia formut logiki pierwszego rzedu na algebre relacyjna.
W tym celu wygodnie jest zalozy¢, ze podstawowymi spéjnikami logiki sa V, — i 3, a pozostate
sa zdefiniowane za ich pomoca i maja status skrétow notacyjnych.

Zaczynamy od konstrukcji jednoargumentowego wyrazenia AD takiego, ze dla kazdej struk-

tury 2, mamy [AD] = ad(2).
Jest ono U-sumg wyrazen m; R dla wszystkich symboli relacyjnych R w sygnaturze i wszyst-

kich ¢ takich, ze R ma co najmniej ¢ argumentéw.

Mozemy teraz przystapi¢ do konstrukcji. Dla kazdego zadanego n nie mniejszego niz wszystkie
numery zmiennych wolnych w a konstruujemy n-argumentowe wyrazenie F,;, takie, ze

[Ean] ={{a1,...,an) € A" | (A, 21 :a1,...,2 : ap) = .

Oznacza to, ze E,., zawiera dodatkowe wspoéirzedne, ktére pozwalaja zarejestrowa¢ indeksy
zmiennych wolnych wystepujacych w «. Aby otrzymaé E, wystarczy wziaé¢ rzut myEq.n,
gdzie I to posortowany rosnaco ciag numeréw zmiennych wolnych «;, co eliminuje przy okazji
zbedne wspotrzedne.

E:B,-:a:j;n to O'Z':j(AD X oo X AD)

n

ER,, .. w3y )in jest zdefiniowane jako mj(R x AD x --- x AD), gdzie I jest taka permutacja
11 e ) N—  p—

n—k
{1,...,n}, ktéra wspdlrzedne R mieszcza na pozycjach o kolejnych numerach iy, ..., .

Eovpm jest zdefiniowane jako Eq., U Eg.y,, natomiast E—g.p to (AD X -+ X AD) — Eq.p.
bl Rl k) k) %ﬁ Rl

n

Wreszcie w wypadku F3;,., mozemy bez utraty ogdlnosci zalozy¢, ze i = n + 1. Wtedy
E5;,0;n jest zdefiniowane jako 1, Eamny1-

We wszystkich przypadkach kroki dowodu indukcyjnego sa oczywiste. 1

Twierdzenie Codda jest juz w pewnym stopniu czescia folkloru w teorii baz danych. Dzi$
wszyscy wiedza, ze algebra relacyjna to wlasciwie to samo, co logika pierwszego rzedu.
W zwiazku z tym, od wielu lat na konferencjach naukowych dotyczacych teorii baz danych,
systematycznie prezentowane sa prace, ktérych tematem jest logika pierwszego rzedu i nikt
sie juz temu nie dziwi ani niczego nie musi uzasadniac.

W szczegdlnosci badania dotyczace gier Ehrenfeuchta oraz charakteryzacji obliczeniowych
logiki pierwszego rzedu (w duchu twierdzen Biichi i Fagina) sa generalnie postrzegane jako
wyniki nalezace do teorii baz danych.
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13.3 Rozstrzygalnosé i nierozstrzygalnosé teorii

W tym rozdziale przedyskutujemy zagadnienie rozstrzygalnosei teorii matematycznych (rozu-
mianych jako zbiory zdan). Przykladem teorii nierozstrzygalnej jest arytmetyka Peano (Twier-
dzenie 9.3). Przyklad teorii rozstrzygalnej prezentujemy ponizej.

Twierdzenie 13.7 Teoria gestych porzqdkow liniowych ktore nie majg elementow maksymal-
nych ani minimalnych jest rozstrzygalna.

Dowéd: Niech A bedzie klasa wszystkich gestych porzadkéw liniowych ktére nie maja
elementéw maksymalnych ani minimalnych. 7Z Wniosku 4.15 wiemy, ze Th(A) jest zupeha.
Ponadto zauwazmy, ze Th(A) = {a | A | a}, gdzie A to nastepujacy zbiér zdan:

VaVy (x <yAy<z) —a=y
VaVyVz (z <yAhy<z)—zx<z
VaVy e <yVy<zx
Vedy x <y
Vedy y < x
VaVy (z<y) — (Fzx<zAz<y)

gdzie x < y jest oczywistym skrétem notacyjnym dla formuty z < y A x # y.

Na mocy twierdzenia o pelnosci
{a|AEa}={a|Atyal.
Pozostaje wiec wykazaé rozstrzygalnosé {a | A by a}.

Procedura rozstrzygajaca jest nastepujaca: Dla danej formuly « systematycznie generujemy
wszystkie dowody w systemie Hilberta, poszukujac wérdéd nich albo dowodu A Fp a, albo
dowodu A kg —a. Wobec zaobserwowanej przez nas zupemlosci, jeden z nich w koricu sie
znajdzie. Jesli bedzie to ten pierwszy, to procedura udzieli wowczas odpowiedzi: ,, TAK”,
a jesli ten drugi, to ,NIE”.

Przeprowadzony przez nas dowdd jest calkiem prosty, ale prowadzi do algorytmu rozstrzyga-
jacego, o ktoérego zlozonoéci nic rozsadnego powiedzieé¢ nie umiemy.

Istnieja bardziej zaawansowane technicznie metody dowodzenia rozstrzygalnosci, ktére po-
zwalaja oszacowaé zlozonosé tworzonych przez nie algorytmoéw. Jednak mozna udowodnié,
ze zaden taki algorytm nie moze mieé zlozonosci mniejszej niz PSPACE, o ile tylko dziala
poprawnie dla wszystkich formut zawierajacych symbole réwnosci.

Twierdzenie 13.8 (Stockmeyer) Nastepujacy problem jest PSPACE-trudny: czy dane zda-
nie logiki pierwszego rzedu nad sygnaturg zawierajgcq wytgeznie symbol réwnosci jest tau-
tologia?
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Wobec naszej wiedzy o klasach zlozonosci, watpliwe jest zatem istnienie algorytméw o wielo-
mianowej zlozonosci czasowej nawet dla teorii jeszcze prostszych niz ta rozpatrywana w po-
przednim twierdzeniu.

Dowéd:  Przeprowadzamy redukcje w pamieci logarytmicznej z problemu QBF (kwanty-
fikowanych formul Boolowskich) do naszego problemu.

Instancjami problemu QBF sa zdania postaci Q1p; ... Qnpna, gdzie Q; € {3,V}, a « jest
formutla zdaniowa. Pojecie prawdziwosci takiego zdania jest definiowane w naturalny sposéb.
Problem QBF jest znanym problemem PSPACE-zupelnym.

Redukcja okreslona jest jak nastepuje: w zdaniu powyzszym kazde wystapienie p; zastepujemy
przez x; = y;. Teraz po kolei zastepujemy kwantyfikatory:

o Kazdy kwantyfikator Vp; zamieniamy na Vz;Vy;.

o Kazdy kwantyfikator dp; zamieniamy na Jx;3y;.
Niech formuta otrzymana po tych operacjach bedzie o/. Wtedy wynikiem naszej redukcji jest
formuta o

VaVy(z =y V o).

Jest oczywiste, ze o’ daje si¢ obliczy¢ z a w logarytmicznej pamieci.

Widaé, ze formuly atomowe x; = y; pelnia role zmiennych zdaniowych p;, przy czym w kazdej
strukturze o co najmniej dwoch elementach moga przyjmowacé obie wartosci logiczne. Kwan-
tyfikatory Vz;Vy; i dz;3y; swoja funkcja wiernie odpowiadaja kwantyfikatorom Vp; oraz dp;.
Z kolei klauzula VaVy(z = y) czyni o prawdziwym w strukturach jednoelementowych, nieza-
leznie od postaci «.

Z tego wynika, ze « jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy o jest tautologia. W

Szczegolnie interesujace jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 13.9 (Tarski) Teoria uporzadkowanego ciata liczb rzeczywistych, tj. teoria
struktury (R, +,%,0,1, <) jest rozstrzygalna.

Jej znaczenie dla informatyki zasadza sie na fakcie, ze ta teoria to w istocie znana wszyst-
kim ze szkoly geometria analityczna. Powazna czes¢ algorytmicznych badan w zakresie
geometrii obliczeniowej mozna stresci¢ jako ulepszanie algorytmu rozstrzygajacego teorie
(R, +,%,0,1, <) dla réznych szczegélnych klas formul, pojawiajacych sie w praktyce.

Cwiczenia

1. Udowodnié, ze logiki tréjwartosciowe Heytinga-Kleene-Lukasiewicza, Bochvara i Sobocinskiego
speliaja prawa de Morgana.
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. Poda¢ przyklad zdania logiki pierwszego rzedu, ktére nie jest tautologia, ale jest prawdziwe we
wszystkich strukturach 2 takich, ze A = ad(2).

. Udowodnié, ze zbidr tautologii logiki pierwszego rzedu nad sygnatura skladajaca sie tylko z row-
nosci jest rozstrzygalny.

Wskazowka: Niech o bedzie formula o randze kwantyfikatorowej ¢q. Udowodnié¢, ze kazde dwie
struktury o mocy co najmniej ¢ nad powyzsza sygnatura sa g-elementarnie réwnowazne. Wy-
wnioskowaé stad, ze aby sprawdzi¢, czy a jest tautologia wystarczy¢ sprawdzi¢ to w strukturach
0 MOCY CO Najwyzej q.

. Zbadaé zlozonos¢ obliczeniowsa algorytmu zaproponowanego powyzej i udowodnié¢, ze zbiér tau-
tologii logiki pierwszego rzedu nad sygnatura sktadajaca sie tylko z réwnosci jest PSPACE-
zupelny.

. Udowodnié, ze zbiér tautologii logiki pierwszego rzedu nad sygnatura skladajaca sie tylko z row-
noséci i skonczenie wielu symboli statych jest rozstrzygalny.

Wskazowka: Rozwiazaé najpierw zadanie 3, a stale zasymulowaé jako relacje unarne bedace
singletonami.
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